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Resumen

En este articulo se presenta una investigacién que tiene como prin-
cipal objetivo estudiar el concepto de infinito en los estudiantes, asf
como identificar si la nocién que manejan es infinito actual o infinito
potencial. Busca establecer si el curso de calculo diferencial influye en
la idea del estudiante sobre el infinito. En este estudio participaron 24
estudiantes de Precdlculo y 19 estudiantes de Célculo Diferencial de
la Escuela Colombiana de Ingenietfa Julio Garavito.

Palabras claves: infinito, potencial, actual, calculo.

Abstract

This paper presents a research project whose main goal is to find out
how students understand the concept of infinity. It aims to identify
whether the notion that they handle is actual infinity or potential infinity.
It seeks to establish whether the Differential Calculus course has an
influence on the students’ idea of infinity. In this study 24 Pre-calcu-
lus and 19 Differential Calculus students of Escuela Colombiana de
Ingenierfa Julio Garavito participated.

Keywords: infinity, potential, actual, calculus.
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INTRODUCCION ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION
El término nfinito forma parte de la enseflanza de las  Estado del arte

matematicas y ha presentado un desarrollo hiStorico ;) Ideas del infinito, percepciones y conexiones en distintos con-
que abarca dos conceptos: #nfinito potencial ¢ infinito ac- poxcts: ol caso de estudiantes con conocimientos previos de cdlenlo
tnal (D’Amore, 1996). Segin Lopez (2014), el infinito  (Garvin, 2005)

potencial es concebir el infinito como un proceso de  Fp este documento se explora la dualidad que existe
crecimiento sin final, y el infinito actual es concebit  entre el infinito potencial y el actual en algunos estudian-
que el infinito como una totalidad completa existe en  qq que, de alguna manera ya tienen el conocimiento de
un cierto instante. A juicio de Waldegg (1990), elinfi-  conceptos formales durante sus cursos de calculo dife-
nito potencial es lo que no tiene fin, algo que siempre  rencial e integral. Se logra mostrar, ademas, las incon-
se puede continuar y se asocia a la falta de limites o de  gjstencias e inconvenientes que tiene una persona al no
fronteras; por otro lado, el infinito actual es 1o que estd o der separar la idea intuitiva y formal del concepto de
asociado con la idea de totalidad, completitud y unidad.  jnfinito. Esto lleva a que, sin darse cuenta, el estudiante
Para Ortiz (1994), se distinguen dos tipos de infinito: trabaje un mismo problema en diferentes contextos, e
el infinito como un proceso de crecimiento sin final 0 jncluso obtenga resultados distintos en algunos casos.

de subdivision sin final y el infinito como una totalidad La metodologia del estudio consiste en una prueba
completa. Bl primero es el infinito potencial y el segundo,  escrita de dos partes; en la primera se plantean cinco
el infinito actual. preguntas alrededor de la paradoja de la dicotomia de

A pesar de la importancia de esta definicion, algunos  7Zengn y luego se pregunta si hay una relacion entre
de los profesores encargados de ensefiar los diversos algunos puntos, con el objetivo de ver si el estudiante
conceptos alos estudiantes, especificamente los docen-  relaciona lo que esta sucediendo detras de la méascara
tes con un enfoque absolutista, presentan una definiciéon — Je cada ejercicio.
formal, sin preocuparse por su correcto entendimiento Lo que hacen es un distinto planteamiento de las
en los alumnos (Moreno Moreno, 2005), porlo cuales  preguntas, pero de fondo tienen el mismo problema de
importante apreciar la forma en que se trabaja con el 15 paradoja; sin embargo, estd sumergida en contextos
infinito potencial y actual durante los primeros cursos,  diferentes o representaciones que permiten al estudiante
ya que es alli donde se presentan las primeras interac-  yer ¢] problema desde otros puntos de vista.
ciones y conceptos formales con este objeto. Los resultados de cada una de estas pruebas mues-

Investigadores en didactica de las matematicas, como  tran la inconsistencia de la mayoria de los estudiantes
Arrigo & I’Amore (1999) & Garbin (2003); Garbin & ¢on el concepto que tienen del infinito, ya que sin
Azcarate (2002); Vera, Pinilla & Roa (2010), encuentran importar que en el fondo se esta trabajando el mismo
que incluso hoy en dia existe confusion en los estudian- problema, empiezan a oscilar entre la idea intuitiva y
tes entre los conceptos de infinito potencial ¢ infinito  formal del infinito; en otras palabras, pasan del infinito
actual, utilizando el concepto de infinito potencial inclu-  potencial al infinito actual, dependiendo del contexto en
so cuando se est tratando con el concepto de infinito gue se les plantee el problema. Mas atin, son muy pocos
actual (Garvin, 2005; Garbin & Azcarate, 2002; Arrigo g que usan argumentos matematicos formales, como
& D’Amore, 1999; Vera, Pinilla & Roa, 2010). el concepto de limite, sucesion o serie, lo que lleva a

En este trabajo se pretende identificar las ideas  concluir en el texto que, a pesar del conocimiento previo
intuitivas sobre el infinito que han desarrollado 10s  en el mancjo del infinito en cursos de clculo, no hay
estudiantes que estan tomando cursos de Precalculo y  yn aporte significativo o determinante de éstos con la

Célculo Diferencial en la Escuela Colombiana de Inge-  <oherencia deseada de la imagen formal del concepto
nierfa Julio Garavito, indagar acerca de la existenciade e infinito.

un cambio en el concepto de infinito en el transcurso

del curso de Precalculo al curso de Caleulo Diferencial ) B/ papel de la didictica en la enseianza del cdlendo: evoluciin,
y generar en el estudiante una idea intuitiva sobte 1a- oozady actual y retos futuros (Moreno Moteno, 2005)
cardinalidad de los conjuntos infinitos. Este articulo pretende ser una reflexiéon acerca de la

situacidén actual de la ensenanza del calculo en la uni-
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versidad, asf como una justificaciéon de la necesidad
e importancia de las investigaciones didacticas en el
ambito del conocimiento del profesor, como motor del
proceso de ensefianza y aprendizaje.

Se explica que existe un distanciamiento entre la
investigacion y la innovaciéon y renovacion. Como
ejemplo esta Estados Unidos, donde aplican los pro-
yectos inscritos en el area de renovaciéon sin tener en
cuenta los trabajos de investigacion. Hay un problema
tanto en las investigaciones didacticas como en los
intentos por innovacion; los primeros no cuentan con
un marco teérico que sustenten sus tres dimensiones
(epistemologica, cognitiva y didactica), mientras que los
segundos, dado su afan de convencer, dejan a un lado
los problemas y pueden caer en un discurso ingenuo,
tomando como analisis cognitivo y didactico el hecho
de que estas herramientas constituyan un catalizador
para forzar la evolucion de las practicas pedagogicas
de los profesores.

En este trabajo se considera un elemento clave para
el éxito: el profesor. La interpretacion de las concep-
ciones y creencias de los profesores es clave, por lo que
se da un ejemplo de investigacién sobre creencias de
profesores de matematicas en el nivel universitario. Para
el estudio se cuenta con la ayuda de seis profesores de
universidad, matematicos especialistas en matematica
aplicada y que imparten docencia en facultades de
matematicas, quimica, biologfa o veterinaria, todos con
minimo seis afios de experiencia.

Se describe a los profesores A, C y F como instru-
mentalistas, el profesor B también como instrumentalis-
ta, pero con tendencia a lo pragmatico-constructivista,
el profesor D es dogmatico-conservador y el profesor
E, aunque su creencia personal dice ser pragmatico-
constructivista, el andlisis de los datos lo califica en una
mezcla de dogmatico-conservador e instrumentalista.
Seguido de esto se los ubica en los siguientes grupos:
I (profesores A, B y F), II (profesores C y D) y III
(profesor E). Esta tipificacion se debe en gran medida
al estudio del nivel de coherencia mostrado por los
profesores y el grado de consistencia de sus creencias.

Se elige a los profesores A y D, con el fin de definir
cémo puede ser la actuacion posterior una vez detec-
tadas e identificadas las creencias de los profesores,
analizando el grado de consistencia o permeabilidad
de éstas, asi como las coherencias e incoherencias in-
ternas. El profesor A no considera necesario exigir un

excesivo formalismo, mientras que el profesor B piensa
que es necesario transmitir a los estudiantes el valor
de los objetos matematicos y sus significados, y exigir
rigor y bastante grado de formalismo. Sin embargo, las
diferencias continian cuando se estudia el grado de co-
herencia de lo que ellos dicen respecto a los resultados
que dan los datos.

Se encuentra que el profesor A cae en contradiccio-
nes internas y por esto se pone en situacion de cambio
de creencias puesto que se siente incomodo en las suyas,
o al menos en encontrar “algo” que lo llene tanto a él
como a sus estudiantes. Por otro lado, el profesor D es
lo contrario: muy coherente, seguro y convencido de
su actuacion como profesor y matematico, y sin sentir
ningin tipo de carencia en su formacién profesional.
Y puesto que no siente duda, tampoco siente ninguna
necesidad de cambiar nada, pues para ¢l el cambio no
tiene sentido porque las cosas funcionan de manera
aceptable.

En el “Proyecto de debate cientifico”, tal como lo
dice la autora, existe un obstaculo didictico dado el con-
flicto que hay entre el enfoque cientifico y los habitos
de aprendizaje. Por otro lado, cabe destacar que con el
“Proyecto de calculo en contexto” puede presentarse
una buena solucién a los obstaculos epistemolégicos,
pues son los mismos estudiantes quienes van constru-
yendo las matematicas; asi ellos reconocen y superan
los obstaculos que se les van presentando.

Al tener en cuenta al profesor en el estudio, sus
concepciones y sus creencias, esta es una manera de
superar las dificultades que se originan en la ensefianza
por alguno de los errores didacticos, a saber: metodolo-
gicos, curriculares o conceptuales. Por ultimo, respecto
al estudio realizado a los profesores, puede identificarse
en el profesor D una aproximacion modernista, especi-
ficamente una aproximacion absolutista, y tal como ya
se dijo, para este tipo de profesores la palabra cambio no
tiene sentido, por lo cual siguen ensefiando el concepto
de limite formalmente sin presentar preocupacion algu-
na por el entendimiento de esta definicion.

¢) Bl infinito: concepciones de los estudiantes que transitan del
colegio a la universidad (Vera, Pinilla & Roa, 2010)

En este trabajo se busca determinar la concepcion sobre
el infinito que tienen estudiantes de dltimo afio del co-
legio y estudiantes universitarios de los primeros afios,
por medio de un cuestionario llamado “prueba piloto”,
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en el que inicialmente se plantea una situacién basada
en la paradoja de la dicotomia en el contexto de un
automovil que viaja entre dos puntos. Posteriormente,
se plantea la comparacion entre puntos de segmentos
de diferentes tamafios y entre conjuntos infinitos, y
luego se plantea una suma infinita en la que se pregunta
sobre su resultado.

Seguido de esto, se formula una pregunta para que
el estudiante reflexione sobre situaciones en su vida
cotidiana en que esté involucrado el infinito y de este
modo hacer la dltima pregunta que se expone en el hotel
infinito de Hilbert, donde la idea es generar un choque
entre la concepcion del infinito actual y el potencial al
crear un escenario donde un infinito puede contener
a otro.

Vale la pena sefialar que se enfatiza en la influencia
que hay de las ideas intuitivas que se adquieren por fuera
del ambito académico sobre el infinito y que crean un
obstaculo a la hora de reformular este concepto para
su funcionamiento dentro de situaciones matematicas;
por eso hay que comprender que el infinito actual,
que implica que se elaboren construcciones complejas
que van en contra de la intuicién. Ademas de esto, se
menciona que lo normal es que durante el bachillerato
el concepto de infinito se plantee, a grandes rasgos,
como algo que no tiene fin; es decir, que el desarro-
llo inicial de toda la matematica se plantea con este
razonamiento.

La primera gran conclusion del estudio es que hay
un problema a la hora de pensar en el “infinito en lo
pequefio”, ya que la idea intuitiva y que se relaciona
mas con la concepciéon comin es la de “infinito en
lo grande”. Esto se plasma en la dificultad que tienen
los estudiantes para dar solucién a la paradoja de la
dicotomia de Zendn, en la que hay dos procesos a la
vez, uno donde hay infinitas divisiones crecientes que
divergen, contrastado con una distancia que disminuye
infinitamente y converge. Es de recalcar que se presen-
tan casos donde los estudiantes no alcanzan a dar ni
siquiera el salto entre lo finito y lo infinito, por lo que
éstos sugieren soluciones finitas a los problemas que
se han propuesto en el cuestionario.

Un punto clave a la hora de trabajar con este con-
cepto, y que se plasma en el texto, es el poco impacto
que tienen los conocimientos en calculo I y II acerca
del infinito. Esto teniendo en cuenta que los estudiantes
universitarios ya han trabajado de manera cercana con

conceptos como limites y sucesiones que se basan en
el infinito para desarrollarse, puesto que en esencia sus
respuestas reflejan que no tienen una idea clara sobre el
concepto formal de infinito. Adicionalmente, por medio
de los puntos en los que se pedia la comparacion del
tamafio de conjuntos y el problema del hotel de Hilbert,
se consiguié que los estudiantes se cuestionaran sobre
la existencia de mas infinitos y de sus tamafos.

d) Obstaculos epistemoldgicos y diddcticas en el proceso de com-
prension de un teorema de Georg Cantor que involucra al infinito
actual (Arrigo & D’Amore, 1999)

En este trabajo, tal como lo dice su autor, se estudian
los limites de comprension y aceptacion por parte de
los estudiantes en la escuela secundaria superior, en
relacién con el uso del infinito actual y en particular
sobre el teorema de Georg Cantor.

Segun la investigacion, después de que el estudiante
acepte el hecho de que los conjuntos Z y N tienen la
misma cardinalidad, creen que pueden concluir que esto
depende del hecho de que ambos son conjuntos infi-
nitos y que, por lo tanto, todos los conjuntos infinitos
tienen la misma cardinalidad (infinita). Seguido de esto
se pone en evidencia otra conclusion de los estudiantes:
en un segmento largo existen mas puntos que en un
segmento mas corto.

El estudio se llevé a cabo en 16 grupos con una
edad variable entre los 15 y los 18 afios, para un total
de 287 estudiantes. Ninguno de ellos habia tenido una
enseflanza en analisis y tampoco en el infinito matema-
tico, por lo que no habifan afrontado la diferencia entre
infinito actual y potencial. Se les muestra por medio de
un video tres demostraciones:

1. Segmentito - segmentote. Demuestra el hecho de que en
el plano puntual dos segmentos de diferente longitud
son equipotentes.

2. Formas decimales periddicas. Presentacion y demostra-
cion del hecho de que 0,39 = 0,4.

3. Teorema de Cantor. Presentacion y demostracion del
hecho de que en el plano puntual un cuadrado es
equipotente a uno de sus lados.

Tal como se esperaba, los estudiantes entendieron
la segunda demostracion, pero en la primera un 38 %
de estudiantes y en la tercera un 67 % de estudiantes
no lograron captar ningun elemento positivo del video.
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Una conclusion a la que lleg6 el autor respecto a la
demostracion del teorema de Cantor es la siguiente: el
obstaculo epistemoldgico, en este caso, parece ligado
a las dimensiones diferentes de los elementos que se
confrontaron y quizas a la nocién comun euclidea
“El todo es mayor que una parte”, que en este caso
es muy evidente y que parece tener una aceptacion y
raices aun mas profundas que en el caso “Segmentito-
segmentote”. Por otra parte, la misma historia nos dice
que esta era la conviccion de los matematicos de finales
del siglo XIX e incluso del mismo Cantor.

Después de un afio de ensefianza de analisis a al-
gunos estudiantes, se les mostré la prueba que habfan
realizado; un estudiante escribié que a 0,9 le falta un
pedacito “al final del infinito” parallegar a 1. Otros dos
escribieron que ahora si entendian la demostracion del
teorema, pero que no la crefan.

Teniendo en cuenta lo dicho en el articulo, vale
la pena destacar algunas cosas: una representacion
de una misconcepcion se da cuando los estudiantes
concluyen que los conjuntos infinitos tienen la misma
cardinalidad; allf, ademas, presentan un obstaculo y
deben salir de ¢l para poder superar las dificultades.
Esto mismo sucede cuando los estudiantes piensan
que en un segmento largo existen mds puntos que en
un segmento mas corto.

Como se concluy6 en el informe, los estudiantes
entendieron mejor la segunda demostraciéon que la
primera y la tercera; esto puede servir como un ejem-
plo de las conclusiones intuitivas a las que llegaron los
estudiantes respecto a la cardinalidad y a los segmentos
de distintos tamafios. Teniendo en cuenta que no se
superd esa dificultad, entonces presentan conflictos en
el momento de utilizar tales conceptos.

Breve historia y epistemologia del concepto de infinito

En razén de que no existe registro alguno con respecto
a la discusion o a la conceptualizacion del infinito, se
comienza la historia del infinito con los antiguos griegos
(Donald, 1999). Asi, se llega a la denominada escuela
pitagbrica, cuyos miembros buscaban expresar todo en
términos de numeros naturales, pues los consideraban
como la esencia de todas las cosas (Boyer, 2007). Por
esto se oculté el descubrimiento de las llamadas “mag-
nitudes inconmensurables”, ya que contradecia lo que
habian descubierto hasta el momento.

El siguiente problema lo presentd Zendn con sus
conocidas paradojas sobre el tiempo y el movimiento,
una de las cuales es la paradoja de la dicotomia: “Afirma
la no existencia del movimiento basandose en que lo que
esta en movimiento debe alcanzar la posicion a medio
camino antes de alcanzar su meta” (Boyer, 2007), tenien-
do como resultado la aparicién de un proceso infinito.

Aristoteles, interesado en estos problemas, “rechaza
la nocién del infinito por las contradicciones que oca-
sionaba; sin embargo, trata de resolver las controversias
que generaba concibiendo dos formas diferentes de
éste: el infinito como un proceso de crecimiento sin
final, o de subdivision sin final, infinito potencial, y
el infinito como una totalidad completa, que existe
en un cierto instante, infinito actual” (Lopez, 2014).
No obstante, con esta distincion, Aristoteles acepta el
concepto de infinito potencial y rechaza el de infinito
actual, pues consideraba que esto no generaba ningtn
obstaculo en la matematica, tal como lo dice en su
Libro IIT de Fisica.

Después de Aristoteles, los matematicos optaron
por evitar el concepto de infinito, tal como lo hizo
Euclides con su definicién de linea, la cual dice que se
puede extender tanto como sea necesario; o de punto,
que lo toma como algo que no tiene parte (Donald,
1999). También fue el caso de Arquimedes y Eudoxo,
quien dice: “Al eliminar sucesivamente la mitad o mas
de un objeto, su tamafo se puede hacer indefinida-
mente pequeno” (Donald, 1999). Segtiin Lopez (2014),
a Eudoxo se le atribuye el hecho de poder separar de
las consideraciones matematicas las cantidades infini-
tamente pequefias e infinitamente grandes.

Los arabes y los europeos continuaron trabajando
con lo ya desarrollado hasta el momento, pero esquivan-
do el concepto de infinito. En 1600, Galileo sugiri6 la
inclusion de un numero infinito de huecos infinitamente
pequefios; no obstante, este razonamiento consistia en
utilizar la nocién de finito en cosas infinitas. Ademas de
esto, “argumenta que, aunque se puede establecer una
correspondencia biunfvoca entre el lado de un cuadrado
y su diagonal, la diagonal al tener mayor longitud deberfa
contener mas puntos que el lado” (Lopez, 2014).

En el siglo XVII, con el desarrollo del calculo in-
finitesimal y la interpretacion cuantitativa que se les
otorg6 a los indivisibles, se observaron nuevamente las
inconsistencias que existfan al utilizar el concepto de
infinito potencial; ni Newton ni Leibniz consiguieron
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resolver estos problemas légicos de fundamentacion,
logrando con ello que se acumularan numerosas con-
tradicciones y paradojas, dado el uso otorgado a los
métodos infinitesimales. Esto condujo a la refundacion
critica del Calculo en términos de la nocion de limite
(Bombal, 2010)

Bolzano fue el primero en aceptar sin reservas el in-
finito actual y en trabajar con este concepto admitiendo
la comparacion entre el tamafio de conjuntos infinitos
y una posible jerarquia entre ellos; él dice: “Llamaré
infinita a una multitud si todo conjunto finito es tan
so6lo una parte de ella” (Bolzano, 1991). Después de esto
hubo mas investigaciones y descubrimientos, como el de
Dedekind y Cantor quienes junto con la existencia del
infinito aceptaron el hecho de que un conjunto puede
tener el mismo tamafio que alguno de sus subconjuntos
propios (Bombal, 2010).

Cantor continué estudiando este concepto y logro
probar varios resultados, como el siguiente: “Prueba
que los naturales son el conjunto infinito con menor
potencia y que la potencia de R y la de R" es la misma
para cualquier entero positivo n”” (Bombal, 2010).

Obstaculos en el aprendizaje del concepto de infinito

En el marco de la investigacion sobre el infinito actual,
Garbin (2003) se enfoca en estudiantes universitarios
que ya cursaron Calculo Diferencial e Integral, y esta-
blece a modo de conclusion “que el conocimiento previo
formal del Calculo Diferencial e Integral es de ayuda,
pero no de una manera significativa o determinante,
para establecer y reconocer las conexiones oportunas y
fundamentales entre los problemas planteados, asi como
de potenciar la nocién del infinito actual” (Garbin, 2003).

Una respuesta al problema de si es posible que dos
segmentos representen la misma cantidad de puntos
cuando un segmento tiene una longitud mayor que el
otro es que el segmento mas corto tendra una cardinali-
dad X y el segmento mas largo tendra una cardinalidad
2N.

Por otro lado, para el estudiante es de dificil admi-
sion las diversas cardinalidades transfinitas (Fischbein,
Jehiam & Cohen, 1995). “Normalmente, para los estu-
diantes la cardinalidad de Z es, en un primer momento,
superior a la de N (hay quien incluso dice que es el
doble). Pero una vez que se acepta la demostracion de
que, en cambio, estos dos conjuntos tienen la misma

cardinalidad, muchos estudiantes creen que pueden
concluir que esto depende del hecho de que ambos
son conjuntos infinitos y que, por lo tanto, “todos los
conjuntos infinitos tienen la misma cardinalidad”, o sea,
infinita” (Arrigo & D’Amore, 1999).

Respecto de los dos problemas anteriores, los estu-
diantes se hallan en contradiccién tomando en cuenta
sus respuestas al aceptar que los dos conjuntos tienen
la misma cardinalidad, pero afirmando que los dos
segmentos no pueden representar la misma cantidad de
puntos; sin embargo, “parece que los estudiantes no se
hallan interesados en volver coherentes sus creencias”
(Arrigo & D’Amore, 1999).

Al considerar la investigacion de Garbin y Az-
carate (2002), cuando se les hace la pregunta a los
estudiantes sobre laserie 1/2+1/4+1/8 + ..., muy
pocos responden que es 1, la mayorfa contestan que
es infinita y tiende a 1, mientras que algunos le die-
ron valor tomandola como una suma finita (Garbin
& Azcarate, 2002).

METODOLOGIA
Técnicas de recoleccion de datos y poblacion

Para la actividad, se realizé un cuestionatio estruc-
turado en un grupo de Precalculo y uno de Calculo
Diferencial de la Escuela Colombiana de Ingenieria
Julio Garavito.

El curso de Precilculo consta de 24 estudiantes, de
los cuales 23 son de ingenieria civil y 1 de ingenierfa de
sistemas. Por otro lado, el grupo de Calculo Diferencial
esta conformado por 17 estudiantes, de los cuales 6
son de ingenierfa civil, 2 de ingenierfa industrial, 2 de
ingenierfa mecanica, 1 de ingenierfa eléctrica y 6 de in-
genierfa biomédica. Los grupos no tienen caracteristicas
especificas, salvo el curso de Precalculo, que contaba
con algunos estudiantes que no eran universitarios, ya
que estaban en el colegio y cursaban algunos cursos por
procesos de inmersion.

El cuestionario esta estructurado de la siguiente
manera (anexo A): la primera parte es tipo diagndstico
y consta de tres preguntas, en las cuales se busca co-
nocer la idea que tiene el estudiante sobre el infinito e
indagar si ha estudiado el concepto en algin momento
anterior, con el fin de identificar si existe algun caso en
el que estudiante ya esté manejando el infinito actual
o el potencial.
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La segunda parte del cuestionario es una prueba sobre
infinito y esta enfocada en presentar situaciones basadas
en la paradoja de la dicotomia de Zenodn. Se plantea el
movimiento entre dos puntos por medio de infinitas
divisiones del recorrido, pero desarrolladas en espacios
diferentes, con el proposito de causar en el estudiante
conflictos cognitivos al enfrentar el concepto de infinito
potencial y de infinito actual.

Después de esto se plantean algunos ¢ercicios en los
que el estudiante debe comparar la cantidad de elemen-
tos en dos conjuntos que sean infinitos, una vez mas
recurriendo a un cambio de contexto del problema
para crear conflictos cognitivos nuevamente, que lo
incite a reflexionar, apoyandose en los puntos que ya
se realizaron.

Complementando el cuestionario, en la tercera parte
de éste se va a formular una ultima pregunta sobre la
concepcion que posee el estudiante sobre el infinito
basado en las preguntas que acaba de responder; esto
con el fin de reconocer si por medio del cuestionario
el estudiante cambi6 su idea intuitiva sobre el infinito.

Finalmente, se entrevist6 a los profesores respon-
sables de las clases de Precalculo y Célculo Diferencial,
con el propésito de conocer la opinién y la perspectiva
del docente respecto a los problemas que ha encontra-
do en sus estudiantes sobre el concepto de infinito y
las posibles soluciones/precauciones que ha tomado,
basado en su experiencia. Se utiliz6 la técnica de entre-
vista en profundidad, en la que se tiene una interaccion
entre el entrevistador y el entrevistado por medio de la
formulacion de preguntas ya preparadas para soportar
la informacion, registrarla y analizarla.

Metodologia del andlisis

Para el analisis de resultados, en cada se pregunta se
agruparon las respuestas similares en una respuesta
general. El mismo proceso se llevé a cabo con estas
ultimas respuestas similares, agrupandolas en lineas
base de respuesta. Cada respuesta y cada linea base van
acompanadas con el porcentaje respecto de la cantidad
total de estudiantes en la materia que estan cursando.
A continuacion se ilustra la metodologia del analisis de
las distintas preguntas (tabla 1).

Tabla 1
Metodologia de analisis utilizada

Pregunta X

Respuesta general 1 %
Linea base de respuesta 1 % | Respuesta general 2 %
Respuesta general 3 %
Respuesta general 4 %
Linea base de respuesta 2 % | Respuesta general 5 %
Respuesta general 6 %
Linea base de respuesta 3 % | Respuesta general 7 %
Linea base de respuesta 4 % Respuesta general 8 %
Respuesta general 9 %
RESULTADOS Y ANALISIS

Cuestionario aplicado

Para el anilisis, se rotuld a los estudiantes de Precalculo
como los estudiantes P y a los estudiantes de Célculo
Diferencial como los estudiantes C.

1. Diagnéstico
a) Pregunta 1: ;Qué entiende por infinito? Las respuestas a esta
pregunta se muestran en la tabla 2.

Tabla 2
Respuestas y consolidado a la pregunta 1

Precalculo

Algo inalcanzable 20,8 %
Infinito 1 g3 36, | Una cantidad sin limite 58,3 %
potencial

Cantidad innumerable 4,2 %

Representacion de los nimeros 4.2 %

reales
Otros 16,7 % | Los nimeros, el universo, la

X 4,2 %
estupidez humana
Ndmero muy grande 8,3 %

Calculo Diferencial

Infinito Algo que no tiene fin/limite 47,1 %
.| 53,0% - -
potencial Algo indeterminado 5,9 %
El universo 11,8 %
Simbolo de algo muy grande, 118 %
Otros 47,1 % | amplio o ilimitado e
Valor demasiado grande/pequefo 23.5%

sin un valor determinado

Es posible decir que ninguno de los estudiantes de
los dos cursos posee la concepcidn de infinito actual; in-
cluso en Precalculo el 83,3 % de los estudiantes poseen
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una nocion de infinito potencial segin las definiciones
dadas por ellos mismos. Cabe sefialar que existen es-
tudiantes que entienden el infinito como un nimero o
una representacion.

En el caso de los estudiantes C, el 53 % maneja el
concepto de infinito potencial, aunque, de igual manera
que en precalculo, existen concepciones erroneas al
definir el infinito como la representacion, simbolo o
valor de algun objeto.

b) Pregunta 2: ;Ha estudiado anteriormente el concepto de infi-
nito? El consolidado de las respuestas se muestra en la fignra 1.

Precalculo Calculo diferencial

=Sl =NO aS = NO

50% " 50% 53% ‘. 47%

Figura 1. Consolidado de respuestas a la pregunta 2.

¢) Pregunta 3: ;Ddnde le ensenaron el concepto de infinito? E/
consolidado de las respuestas se muestra en la fignra 2.

Precélculo
6
5
4
3
2
i W N
0 |
Precalculo Funciones Limites Intervalos No
(Dominioy especifican
rango)
2 10
Universidad Colegio
Calculo diferencial
4,5
4
3,5
3
2,5
2
1,5
1
0
No Seriede  Precalculo  Célculo No
especifica = television diferencial especifican
1 1 6
Colegio Otros Universidad

Figura 2. Consolidado de respuestas a la pregunta 2.

2. Prueba sobre infinito

a) Punto 1: ;En algrin momento la persona alcanza el punto B¢

Tabla 3
Respuestas/consolidado al punto 1, prueba infinito

Pregunta 1 - Precalculo

Si | 12,5 % | Son infinitas bisecciones que se acercan | 8,3 %
aB
Aplicandose a la realidad, siempre es 4,2 %
posible alcanzar un destino especifico

No | 87,5 % | Si A=0y B=1, existen infinitos 4,2 %
numeros entre 0 y 1
Solo hay un punto medio entre By el 4,2 %
punto anterior
Existe una cantidad infinita de puntos 79,2 %

medios

Pregunta 1 - Calculo Diferencial

Si | 35,3 % | Pasara por todos los puntos medios y 11,8 %
llegara
B es el final del trayecto y en algtn 5,9 %
momento llegara
Se recorre una distancia finita 17,6 %
No | 64,7 % | Hay infinitos puntos medios antes de B | 35,3 %
B no es el punto medio de ningin otro | 11,8 %
punto
Tiende a B (no lo alcanza) 17,6 %

En esta primera pregunta, basada en la paradoja de
la dicotomia de Zendn, es posible apreciar que algunos
alumnos estan trabajando en el ambito del infinito
actual, ya que el 8,3 % de los estudiantes P indicaron
que efectivamente se llega al punto B y lo justifican
diciendo que existen infinitas bisecciones que tienden
a este punto, y el 11,8 % de los estudiantes C llegan a
la misma conclusion.

Por otro lado, el 83,4 % de los estudiantes P y el
52,9 % de los estudiantes C estan trabajando con una
concepcion de infinito potencial, ya que responden que
es imposible recorrer infinitos puntos y llegar al punto
B. Un dato interesante es que teniendo en cuenta a los
estudiantes C que trabajan con el concepto de infinito
potencial, 17,6 % reconocen que los puntos medios
de los segmentos tienden al punto B, pero sin que eso
implique que se logra alcanzar el punto B en algun
instante. As{ mismo, es importante reconocer que un
4,2 % en Precalculo y 23,5 % en Calculo Diferencial
evitan el concepto de infinito y trabajan de manera finita,
limitandose a un segmento de recta finita, por lo que
concluyen que si se debe alcanzar el punto B.
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b) Punto 2. ;Cudl cree que es el valor de esta suma
1 1 1 1 1

Tabla 4
Respuestas y consolidado al punto 2, prueba infinito

Precalculo

Infinito 33,3 % | Denominador 2" tiende a infinito | 4,2 %
Suma infinita de valores es 25.0 %
infinito
No hay una expresién que 429
muestre el fin de la suma e

No da un 33,3 % | Doble de la fraccién anterior 12,5 %
valor
Un valorentre 0,5y 1, perono 1 | 16,7 %
1/x? con x > 2. No se puede
, 4,2 %
representar con un nimero
No se El valor de la suma sigue
puede | 25,0 % p 9 25,0 %
determinar aumentando
1 8,3 % | Se suman las partes de la unidad | 4,2 %
En algin momento infinito llega 42 %

al

Calculo Diferencial

Suma infinita de valores es

mentando y el 33 % dijo que el resultado es infinito;
todo esto debido a que se encuentran trabajando el
infinito potencial.

Algo similar ocurre con los estudiantes C; el 76,4 % de
los estudiantes trabajan con el infinito potencial, donde
el 23,5 % dicen que la suma da infinito, el 29,4 % que
no se puede determinar, el 17,6 % que se acerca a unoy
el 5,9 % que se acerca a cero.

¢) Punto 3a). 3Qué pasa con la grifica de la funcion para valores
mny grandes de x (fignra 3)? Justifique su respuesta

Figura 3. Consolidado de respuestas a la pregunta 2.

Tabla 5
Respuestas/consolidado al punto 3a), prueba infinito

De los estudiantes P, el 8,3 % respondieron que la
suma efectivamente es 1, mientras que en los estudian-
tes C no hubo ninguna respuesta que trabajara con el
infinito actual. En los estudiantes P, el 25 % concluy6
que no se podia determinar el valor porque segufa au-

Infinito 235% | ;... 23,5%
infinito
Pregunta 3, parte a). Precalculo
Nodaun | <o | 7. yaqueloswalores recen | 35
valor '© % | indefinidamente 2 Se convierte en una funcion lineal 4,2 %
x — 1/x, donde x es el comln 59 9 Empieza a acercarse al eje x 8.3 %
denominador de la suma 2 ,
Se acercard ay=1 54,2 %
No se . . o
puede 29,4 % | Estd sumando infinitamente 23,5% Siempre va a variar 12,5%
determinar ContinGa alargandose horizontalmente 8,3 %
El denominador crece 5.9 % Disminuye el valor en y 8,3 %
exponencialmente !
i : No se sabe, ya que sélo se muestra una parte de la
1/2% 11,8 % | Siendo k la respuesta anterior 11,8 % i vad P 4,2 %
grafica
Cercano Cuando se suma la mitad del X . .
a1 17,6 % | anterior, siempre faltara el doble | 5,9 % Pregunta 3, parte a). Calculo Diferencial
del siguiente Tiende a infinito 11,8 %
A medida que aumenta el . . o
denominador mas pequefio, se 59 % Empieza a acercarse al eje x 17,6 %
llega al numerador Se acercara a y=1 41,2 %
El denominador crece o , B
exponencialmente 5.9 % Se acercaré a su asintota 11,8 %
Cercano | g, | Es una sucesién infinita de n 5.9 9 Siempre va a variar 11,8 %
a0 27 | nimeros 2 S
Se disminuira su rango 5,9 %

d) s Puede determinar el valor de la funcidn cuando x se hace muny
grande? Justifique su respuesta
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Tabla 6 correcta al asegurar que la solucion se da cuando # es
Respuestas/consolidado al punto 3b), prueba infinito infinito, pero, responden que la suma sélo se acercaa 1
Pregunta 3 - Parte b - Precalculo y, por lo tanto, se esta trabajando en el infinito potencial.
Sera cada vez mas pequefo en y 4,2 %
Si | 16,7 % - -
Es posible encontrar su imagen 12,5 % Tabla 7
No existe la cantidad suficiente de datos | 4,2 % Respuestas y consolidado al punto 4 de la prueba sobre
La gréfica siempre esta variando 12,5 % infinito
No se conoce la ecuacién 4,2 % Pregunta 4. Precalculo
NdUmero cercano a 0 pero nuncaserda 0 | 8,3 % No respondié 12,5 %
No | 750% -
NuUmero cercano a 1 pero nunca serd 1 4,2 % Valor se aproxima a 1 pero no es 1 4,2 %
La funcién es infinita 333 % Ningn ndmero dividido en 1 da 1 4,2 %
No justifica 4.2 % Es una suma infinita 45,8 %
A1 H [
La grafica no tiene x 4.2 % Esta en el intervalo entre 0 y 1 8,3 %
0,
No responde 8.3% N 750 Le falta una parte para completar el 429
Pregunta 3, parte b. Calculo Diferencial © | 87,5% | entero i
Tiendea 0 5,9 % Sumar dos nimeros consecutivos, de o
. . la forma planteada, no da 1 12.5%
Si | 35,3 % | Evaluando la funcién en un intervalo 5,9 % !
Tiende a 1 23,5 % El S|gwentg numero siempre aumenta 4,2 %
en una unidad
Puede ser cualquier valor, ya que va , "
q yad 59 % Todos son nimeros positivos 4,2 %

hacia infinito

No se conoce la funcién de la gréfica 17,6 % Pregunta 4. Célculo Diferencial

No | 58,8 % | Puedo acercarme, mas no dar un valor

exacto 11,8 % No respondié 235%
Infinito no tiene un valor especifico 5,9 % Cada fraccion tiende a 0 59 %
NUGmero cercano a 1 pero nuncaserd 1 | 17,6 % .56f|'0_PU9d0 acercarme cuandones | oo
infinito !
No responde 5,9 %

Sin importar el n, la suma esta entre

No | 76,5% 32 e infinito >9%

En esta pregunta, tanto en la parte a) como en la
parte b), ningtin alumno trabajé con el concepto de sumar fraccionarios no daria 1 29,4 %
infinito actual. Todas las respuestas dadas estan den- n no esta definida 5.9 %
tro de un infinito potencial, ya que se refieren a casos Denominador cada vez més grande | 5,9 %

donde la funcién se acerca a un determinado valot, o
nunca para de variar, por lo que consideran que no es

. . . o Las cuatro preguntas anteriores, como se ha mencio-
posible determinar un valor, pues no existe un limite

. nado, estan basadas en la paradoja de la dicotomia de
con el cual trabajar. ) ) . .
Zenoén. De éstas, es posible observar que al cambiar la
¢) Punto 4.Pruceba infinito. Considere la signiente suma: ;puede form:.a enquesep lan.tea cl prok.)lemfa, cl porcentaje (}ie
. ) : estudiantes que trabajan con el infinito potencial vatfa,
decir para qué valor de n (enteror) la suma es ignal a 17 A i i SR
lo que quiere decir que el estudiante esta oscilando entre
los dos conceptos de infinito y dependiendo del contex-

Ttrtrt ettt o P
to utiliza alguno de los dos. Asi mismo, en el curso de

2n+1

Calculo Diferencial se evidenci6 un uso del concepto
Aunque este punto es una reformulacién del punto 2, de infinito actual Unicamente en la pregunta 1, mientras
se observa que el porcentaje de estudiantes que trabajan  que en el curso de Precalculo, el uso de infinito actual se

con el infinito potencial es nulo en ambos cursos, yaque  evidencié tanto en la pregunta 1 como en la pregunta 2.
entre sus justificaciones esta que el valor nunca es 1 o

el valor sera aproximado a 1 pero no exactamente 1. El
23,5 % de los estudiantes C se acercaron a la respuesta
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f) Punto 5, prueba infinito: ;Cudl de los conjuntos (niimeros
naturales o niimeros pares) tiene mayor, ignal o menor cantidad
de elementos?

Tabla 8
Respuestas y consolidado al punto 5, prueba sobre infinito

Pregunta 5. Precélculo

Existe el doble de nimeros

, 4,2 %
NUmeros 1259 naturales que de nimeros pares
. o
naturales Los numeros naturales incluyen a 839
los nimeros pares =
» gontlenen un numero adicional: 12,5 %
umeros |, g, . .
pares Tienen los pares negativos y 83 9%
fraccionarios pares =
Ya que existen infinitos nimeros | 33,3 %
Igual 50.0 %
cantidad ' Los Ppares puedeq tomar valores 16,7 %
positivos y negativos
No se Los nimeros son infinitos 8.3 %
puede | 12,5% .
saber Hay que limitarlos 4,2 %
No se
pueden 4,2 % | Los nimeros son infinitos 4,2 %
comparar

Pregunta 5. Calculo Diferencial

Los nimeros naturales contienen

. 17,6 %
. a los nUmeros pares
Ndmeros 29.4 %
naturales | No justifica 5,9 %
Incluyen todos los nUmeros 5,9 %
NUmeros 5.9 % Contiene a los pares negativos y 5,9 %
pares el cero
Ambos son infinitos 47,1 %
Al tomar una cantidad finita
tienen la misma cantidad. 5,9 %
Iggal 64.7 % | (empareja negativos con impares)
cantidad ! - —
Si se toman los pares positivos 5.9 %
No puede existir un infinito mas 5,9 %

grande que otro

Este punto busca abrir la posibilidad a una reflexion
sobre conjuntos infinitos contenidos en otro con esta
misma caracteristica, y de esta manera preparar al es-
tudiante para la pregunta namero 0.

Se evidencia que, en el grupo de Precalculo, el 50 % de
los estudiantes contestan que los dos conjuntos tienen
la misma cantidad de elementos, justificandolo de dos
maneras diferentes; una de ellas (la que llama mas la
atencion) es que los estudiantes se acercan a hacer una
correspondencia entre dos conjuntos infinitos para de-
terminar si hay o no una igualdad en sus cardinalidades,
correspondiendo al 16,7 %.

Por el lado de los estudiantes C, el 64,7 % respon-
den que hay igual cantidad de elementos. De éstos, el
47,1 % justifican que se debe a que los dos conjuntos
tienen infinitos elementos; por otro lado, el 5,9 % dice
que no puede haber un infinito mas grande que otro.
Sin embargo, un porcentaje de estudiantes logra crear
una correspondencia analoga a la presentada por los
estudiantes P, aunque una de las respuestas se llevo a
un contexto finito, mientras que la otra sf se plantea
correctamente, como se puede apreciar en la tabla.

Dentro de los estudiantes P, el 12,5 % indica que no
es posible saber y el 4,2 % que no se pueden comparar
los conjuntos porque son infinitos. Esto revela que
el 16,7 % de los estudiantes responden basandose en
el concepto de infinito potencial, ya que intuyen que
siempre habra un elemento mas con el que se pueda
hacer una comparacion en alguno de los dos conjuntos.

g) Punto 6. En la figura 4, el segmento AB representa el mismo
nilmero de puntos que el segmento CD?

C E F D

Figura 4. Esquema para las preguntas 6 y
7 de la prueba sobre infinito.

Esta pregunta plantea de manera analoga la pregunta
5, pero en un contexto geométrico. Los estudiantes
P que respondieron acertadamente fueron el 8,3 %,
reconociendo que los dos segmentos, sin importar su
tamafio, poseen infinitos puntos y por lo tanto son
iguales, mientras que el porcentaje en los estudiantes C
fue de 35,3 %; aunque en los estudiantes C se presento
otra justificaciéon que viene del punto anterior y dice
que tienen que ser iguales, ya que no pueden existir
infinitos mas grandes que otros (5,9 %). Es importante
recalcar que el 45,8 % de los estudiantes P trabajan con
el concepto de infinito potencial, pues afirman que al
ser infinitos no se puede determinar si representan el
mismo numero de puntos.
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Tabla 9
Respuestas y consolidado al punto 6

Pregunta 6. Precalculo

Cada segmento tiene una cantidad

evidencia ningtin porcentaje de estudiantes que trabaje
con el infinito potencial.

Cada segmento tiene una cantidad

0,
infinita de puntos 353 %
Si | 412% —
No puede existir un infinito mas o
5,9 %
grande que otro
Longitud de CD es mayor que la del 35.3%
segmento AB
Tienen infinitos puntos, pero el
No | 47,1 % | segmento CD tiene mayor magnitud | 5,9 %
de puntos
El infinito de CD es mas grande que 599
el de AB 2
No estd determinada la longitud de
5.9 %
No se 118 los segmentos
, (]
sabe Depende de la distancia establecida 599
, (]

entre los puntos

h) Punto 7. En la fignra 4, sel segmento AB representa el mismo
ndimero de puntos que el segmento EF?

Al trabajar con segmentos iguales se encontré que,
aunque en su mayorfa los estudiantes responden que
los dos segmentos tenfan la misma cantidad de pun-
tos, unicamente lo justifican el 8,3 % y 41,2 % de los
estudiantes P y C, respectivamente, sin limitarse a decir
que los dos segmentos tienen la misma longitud. Cabe
destacar una vez mas que el 5,9 % de los estudiantes
C afirman que no puede haber un infinito mas grande
que el otro y, por lo tanto, ambos segmentos deben
representar el mismo niimero de puntos.

De estas tres preguntas anteriores, se evidencia que
los estudiantes C tienen un mejor manejo del infinito
que los estudiantes P, ya que una cantidad mayor de
estudiantes responde de manera adecuada, sin limitarse
a la finitud de los segmentos; ademas, en éstos no se

. o o,
St 8,3% infinita de puntos 83% Tabla 10
Un segmento es una sucesion Respuestas y consolidado al punto 7
Cementa o remereL 2
. . segmento CD Pregunta 7. Precélculo
(o] , (] . .
Asi existan infinitos puntos en los _CafFia_tsegmentc; tiene una cantidad 8.3 %
segmentos, AB y CD tienen fin, por 16,7 % intinita de puntos
lo que CD tiene mas puntos Ambos segmentos tienen la misma 42 %
No se conoce la cantidad de puntos 429 Si 58,3 % | sucesion de puntos finitos
que conforman los segmentos e Tienen la misma longitud 37.5%
No se 45,8 % Siempre va a existir un punto entre 42 % A'mbos.segmenjcos tienen la misma 8.3 %
sabe otros dos distancia y el mismo grosor
Cada segmento tiene una cantidad o Cada segmento tiene una cantidad
Sl 37,5% Sl 37.5%
infinita de puntos N infinita de puntos
ose
Pregunta 6. Calculo Diferencial sabe 41,7 % | No se puede definir, teniendo en
cuenta los puntos que siempre 41,2 %

existiran

Pregunta 7. Calculo Diferencial

Cada segmento tiene una cantidad

0,
infinita de puntos 41,2 %
No puede existir un infinito mas
5,9 %
Si 88,2 % | grande que otro
Estan unidos por los segmentos 118 %
perpendiculares AE y BF e
Tienen la misma longitud 29,4 %
Los segmentos estan ubicados en
No 5,9 % diferentes lados, por lo que no 5,9 %
pueden representarse con el mismo
punto
No se 5,9 % Depende de la distancia establecida 5,9 %
sabe entre los puntos

7) Punto 8 (ver anexo A, hotel de Hilber?)

Tabla 11
Respuestas y consolidado al punto 8a)

Pregunta 8. Parte a). Precalculo

Si 37,5 % | El nimero de habitaciones es infinito | 33,3 %
Se pueden construir habitaciones 42 %
nuevas

No 50,0 % | El nUmero de huéspedes es infinito 20,8 %
Infinito no es un ndmero y no se 8,3 %
puede operar
El hotel est4d ocupado al 100 % 20,8 %

SNacL:e 4,2 % | El nimero de huéspedes es infinito 4,2 %

No respondid 8,3 %
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Pregunta 8, parte a). Calculo Diferencial

Si 88,2 % | El nimero de habitaciones es infinito | 58,8 %
Es una sucesion definida asi: 1, 2, 2,
4, 3, 6, 6, n; donde n es un nimero
impar y en la cual las habitaciones 5,9 %
impares quedan desocupadas
Los numeros impares son infinitos 23,5%
No 5,9 % El hotel esta lleno 5,9 %
No se Depende de si el infinito de las
sabe 5,9 % personas y el de las habitaciones son | 5,9 %
proporcionales

Tabla 12
Respuestas y consolidado al punto 8b)

Pregunta 8, parte b). Precalculo

Construir habitaciones cada vez que 839
lleguen nuevas personas =
Mlsma soluciéon con numeros 12,5 %
impares
Misma solucién con ndmeros
. 4,2 %
Si 41,7 % | enteros positivos
Misma solucién con nimeros primos | 4,2 %
Dividir las habitaciones y asi ampliar
; 4,2 %
la capacidad
Asignar las ultimas habitaciones o
; . . 8.3 %
disponibles a cada huésped nuevo
El hotel esta ocupado al 100 % 29,2 %
No | 41,7% —
No justifica 12,5 %
No respondié 16,7 %

Pregunta 8, parte b). Calculo Diferencial

Enviar los huéspedes al infinito mas
5,9 %
grande que el del hotel
Mlsma soluciéon con nimeros 353 %
impares
Misma solucién moviéndolos a la 59 0
habitacién kn, con k entero fijo 77
T 0,
S 76,5 % Con la siguiente sucesion: 1, 3, 3, 6, 599
6,9, 9, n; donde n es un nimero par 2
No justifica 59%
El nimero de habitaciones es infinito | 5,9 %
Mandar cada huésped a la siguiente
L 11,8 %
habitacion
No justifica 11,8 %
Si un huésped entra, entonces algun 59 0
No | 23,5 % | otro huésped tiene que salir =
No se puede hacer lo mismo con los 599
numeros impares 2

Para el hotel de Hilbert se encuentra que el 88,2 % de
los estudiantes C concuerdan en que el procedimiento

que se plantea es correcto. Las justificaciones corres-
pondientes a este porcentaje permiten afirmar que estos
estudiantes trabajaron sus respuestas con la nocién de
infinito actual, ya que no tienen problemas al hacer
infinitos acomodamientos para desocupar y ocupar las
infinitas habitaciones.

Por otro lado, el 37,5 % de los estudiantes P contes-
tan afirmativamente, y sélo el 33,3 % justifica utilizando
el concepto de infinito actual. Ademas, el 25 % de los
estudiantes P trabajan con el infinito potencial al justi-
ficar que, como hay infinitos huéspedes, no es correcta
la manera en que se plantea el problema.

3. Prueba final. Teniendo en cuenta las
actividades realizadas, ¢qué puede decir sobre el
concepto de infinito?

Tabla 13
Respuestas y consolidado a la prueba final.

Teniendo en cuenta las actividades realizadas, équé puede

decir sobre el concepto de infinito? - Precalculo

Algo que nunca se podra alcanzar 29,2 %
Algo que no tiene fin 16,7 %
Algo muy grande o demasiado pequefo 4,2 %
No se puede definir 20,8 %
No responde 12,5 %
Es algo subjetivo, que cambia dependiendo del

4,2 %
problema
No se puede determinar 4,2 %
Concepto que puede dar diversas soluciones, muchas 429
sucesiones .
Algo con lo que no se puede realizar ninguna 429
operaciéon porque no es un nimero e

Teniendo en cuenta las actividades realizadas, équé puede

decir sobre el concepto de infinito? — Calculo - Calculo
Diferencial

Elemento matematico indeterminado 5,9 %
Algo muy grande o demasiado pequeino 235%
No se puede definir 29,4 %
No responde 5,9 %
Es algo subjetivo, que cambia dependiendo del

29,4 %
problema
Hay infinitos mas grandes que otros 5.9 %

Teniendo en cuenta las respuestas que dieron los
estudiantes en la prueba diagnostico a la pregunta 1,
se observa que siguen teniendo afirmaciones como
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“Algo que no tiene fin”, “Algo sin limite”, “Algo inde- 2. Profesor de Calculo Diferencial
terminado”. El 8,4 % de los estudiantes de Precalculo

¢ Como introduce el concepto de infinito a los alummos?

responden esta pregunta diciendo que el infinito es algo R.: La nocién de infinito se introduce cuando vamos

ue puede tener diferentes soluciones, es decir, piensan . L
quep i ; o ’ P a trabajar formalmente el tema de limites, para ver la
en un infinito distinto para algunas de las preguntas de

) ) diferencia de tomar una funcién y evaluar la funcién en
la prueba sobre el infinito.

un punto y la nociéon de limite en la funcién en el mismo
punto. Entonces hay que mirar cual es la diferencia de
. estar en el punto a “mirar”, entre comillas, qué ocurre
Entrevista al profesor .

con la funcién cuando me estoy acercando al punto.

1. Profesor de Precalculo

sCémo introduce el concepto de infinito a los alumnos? sQué obsticulos observa en los estudiantes relacionados con el
R.: La tnica oportunidad que tuve para introducitlo fue ~ €07¢¢p0 de infinito?

cuando estibamos mirando el conjunto de los nimeros R Uno de los obsticulos mas complicados es desligar
reales, naturales, enteros... y se abord6 una pregunta €l concepto de infinito como nimero, porque en oca-
sobre cudl es el siguiente nimero real. Algunos estudian- siones lo tienden a ver como numero; entonces, si ven
tes plantearon que no es posible encontrar el siguiente ~ Uno sobre infinito dicen que es cero, pero viendo la
porque entre dos nimeros siempre hay un montén de  concepcion de infinito como un numero que se puede
nimeros. Esa fue la tnica oportunidad en el curso de  Palpat”, entre comillas, entonces ese es, yo creo, el
plantear la pregunta sobre el infinito, porque el tema ~ Problema més grande que se evidencia. Por ejemplo,

ya es de asintotas; o sea, otras oportunidades no han cuando uno quiere ver indeterminaciones. .. donde uno
sido posibles. no puede ver el infinito como nimero e intentar hacer

cuentas algebraicas con €l.

s Qué obsticulos observa en los estudiantes relacionados con el

concepto de infinito? o Quié estrategias utiliza para superar estos obstdculos?

R.: El primer obstaculo que yo veo tiene que ver con  R.: La estrategia que yo uso para tratar de dar un alivio al
la representacion, porque para ellos infinito es un  tema del infinito es como mostrar una nocion intuitiva
namero... incluso llegan a operar con el infinito. Esa  de lo que significa el infinito. Entonces mas o menos
confusion de que infinito es un nuimero, para mi obsta-  pensar en el sentido de que no puedo tomar el infinito,
culiza el concepto mismo de infinito como cantidad de ~ pero si en como puedo acercarme.

elementos, porque ellos confunden la representacion.

s Quié estrategias ntiliza para superar estos obstaculos? CONCLUSIONES

R.: La estrategia que usé para el ejemplo numérico  Eg posible afirmar que existe una mejora en el uso y

fue que ellos mismos buscaran entre 0 y 1 cuantos 1, concepcién que tienen los estudiantes de Calculo

clementos habfa, y hubo un estudiante que dijo que  Diferencial respecto al concepto de infinito actual en

querfa saber cual era el numero siguiente de cero. Fn- comparacién con los estudiantes de Precélculo, ya que

tonces uno respondié que era 1, otro que 0,5, otro que

el porcentaje de estudiantes que utilizaron el infinito
0,001...Entonces yo les dije que para la préxima clase

potencial fue mayor en el curso de Precalculo.

me contaran cudl seguia realmente y ellos dijeron que Sin embatgo, esta mejora sélo se da en una canti-

no se puede porque entre dos nimeros siempre va 2 dad minima de estudiantes, lo que indica que, aunque

haber otro. Entonces digamos que ahi les ayudé a que,  urante el curso de Céleulo se introducen nociones

al menos desde el punto de vista de la representacion  como limite, los estudiantes no asimilan completamen-

de la recta, rompieran con ese obsticulo planteando (¢ ¢ concepto de infinito actual. Es decit, no hay una
discusiones y como con tareas. diferencia concluyente entre la concepciéon que tiene
un estudiante de Precélculo, con una idea intuitiva de

infinito al no trabajar formalmente con éste, y la idea
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que tiene el estudiante de Calculo Diferencial. Lo que
concuerda con la bibliograffa, pues “Estos resultados
inducen a pensar que el conocimiento previo del cal-
culo diferencial o integral es de ayuda, pero no de una
manera significativa o determinante, para establecer y
reconocer las conexiones ‘oportunas’y ‘fundamentales’
entre los problemas planteados, asi como de potenciar
la nocién del infinito actual” (Garvin, 2005).

De igual manera, con la prueba diagnéstico se evi-
dencia que algunos estudiantes de Calculo Diferencial
todavia poseen la idea del infinito como simbolo o
namero, que es un obstaculo que hay que considerar
a la hora de trabajar matematicamente con el limite.
Esto es, apoyado en los obstaculos que los profesores
detectan en sus grupos.

En el curso de Precalculo existe un porcentaje de
estudiantes que, aunque no en todas las preguntas se
mantuvo, uso la idea de infinito actual y ademas logré
crear correspondencias entre conjuntos infinitos para
determinar la igualdad de la cardinalidad entre éstos.
Lo anterior puede servir como un indicio de que el
estudiante en Precalculo puede estar preparado para
introducir la nocién de infinito actual y de esta manera
llegar mejor preparado a Calculo Diferencial, donde va
a depender de la correcta utilizacién de ese concepto
para avanzar debidamente. Es mas, en la prueba final
se puede evidenciar que el 5,9 % de los estudiantes
de Precalculo asimilan la existencia de infinitos mas
grandes que otros, gracias a la actividad que acababan
de realizar.

Por ultimo, hay que considerar que los estudiantes
llegan con una nocion intuitiva del infinito, ya sea por
su diario vivir, por el colegio o por algun profesor (Vera,
Pinilla & Roa, 2010); es necesario tener en cuenta c6mo
las ideas intuitivas adquiridas en ambientes no escolares
permean la construcciéon de conceptos matematicos
avanzados.
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ANEXO A: CUESTIONARIO APLICADO

Concepciones del infinito en estudiantes universitarios de primer afio

Objetivo. Determinar las concepciones sobre el infinito que han desarrollado estudiantes que
estan cursando Precalculo.

Programa:

I. Diagnéstico

1. sQué entiende por “infinito”’?
d p

2. ¢Ha estudiado anteriormente el concepto de infinito?
sid No Q
Responda la siguiente pregunta unicamente si la respuesta anterior fue “SI”

3. ¢Dénde le ensefiaron el concepto de infinito?

II. Prueba sobre infinito

1. Una persona viaja en su bicicleta desde el punto 4 hasta el punto B, como se muestra en la figura.

Para hacer esto debe pasar por el punto P1, que es punto medio entre A y B. Después de esto
debe pasar por P2, que es el punto medio entre P1y B.

Si continta pasando sucesivamente por los puntos medios de la distancia que le falta por recorrer,
¢en algiin momento la persona alcanza el punto B? Explique su respuesta.

4 6 REVISTA ESCUELA COLOMBIANA DE INGENIERIA, N.° 113 / 2019 / 31-50



CONCEPCIONES DE INFINITO EN ESTUDIANTES UNIVERSITARIOS DE PRIMER ANO

2. Considere la siguiente suma:

1 1 1 1 1
T+ +i++5+.

¢Cual cree que es el valor de esta suma? Explique su respuesta.

3. Observe la siguiente grafica de una funcion:

a) ¢Qué pasa con la grafica de la funcién para valores muy grandes de x? Justifique su respuesta.

b) ¢Puede determinar el valor de la funcién cuando x se hace muy grande? Justifique su respuesta.

4. Considere la siguiente suma:

1 1 1 1 1 1 1
gttt tatyt

2n+l *

¢Puede decir para qué valor de n (entero) la suma anterior es 1? Explique su respuesta.
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5. ¢Cual de los siguientes conjuntos tiene mayor, igual o menor cantidad de elementos? Justifique
su respuesta.

Niimeros naturales o niimeros pares.

Responda las preguntas 6 y 7 con base en la siguiente figura:

A

el . R v+,

wi

6. ¢El segmento AB representa el mismo numero de puntos que el segmento CD? Justifique su
respuesta.

7. ¢El segmento AB representa el mismo numero de puntos que el segmento EF? Justifique su
respuesta.

8. Lea atentamente la siguiente situacion:

El hotel de Hilbert

Imaginen un hotel con un nimero infinito de habitaciones, donde la ocupacién del hotel es del
100 %; es decir, todas las habitaciones estan ocupadas por una persona. Las habitaciones son
individuales, por lo que no pueden coincidir dos personas en la misma habitacion. A nuestro
hotel viene un nuevo huésped y pide una habitacion.

— iClaro que si! —exclama el administrador del hotel.

Después de esto, el administrador traslada la persona que ocupa anteriormente el cuarto N.° 1 al
cuarto N.° 2, el ocupante del cuarto N.° al N.° 3, el ocupante del cuarto N.° 3 al N.° 4, y as{ suce-
sivamente. Al nuevo huésped se le da la llave de la habitacién N.° 1, que quedé totalmente libre.
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Una vez que comienza la temporada de vacaciones, llega un nimero infinito de nuevos huéspedes
que vienen y piden habitaciones.

— iSigan!, ni mas faltaba —dice el administrador del hotel-

El propietario pasa al ocupante del cuarto N.° 1 al N.° 2, el del N.° 2 al N.° 4, el del N.° 3 al N.°
0, y as{ sucesivamente. De esta manera, todas las habitaciones con nimero impar quedan des-
ocupadas y es posible acomodar a todos los nuevos huéspedes.

a) Al final, sel administrador consiguié acomodar a todos los huéspedes? Explique su respuesta.

b) ¢Puede plantear otra forma de organizar a los huéspedes? Explique su respuesta.

III. Prueba final

Teniendo en cuenta las actividades realizadas, ¢qué puede decir sobre el concepto de infinitor?

REVISTA ESCUELA COLOMBIANA DE INGENIERIA, N.° 113 / 2019 / 31-50 4 9



