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Modelación con diferencias finitas del 
comportamiento dinámico de suelos 
estratificados sometidos a cargas en 
superficie: caso 2D
Modeling with finite differences of the dynamic 
behavior of stratified soils subjected to surface 
loads: 2D case

Resumen
Siempre que se concibe un proyecto de ingeniería, lo primero que se 
debe entender es que éste deberá estar vinculado al suelo mediante un 
sistema suelo-fundación, y que la correcta interacción entre el suelo y 
dicha fundación debe ser la que garantice la estabilidad geotécnica y 
estructural del proyecto. 
Debido a que las máquinas y equipos mecánicos que generan vibra-
ciones forman parte de los sistemas de producción en la industria 
energética, minera, siderúrgica, de petróleos, etc., es muy común que los 
ingenieros se encuentren con la necesidad de diseñar la cimentación de 
este tipo de equipos, razón por la cual es fundamental el adecuado co-
nocimiento del comportamiento del sistema máquina-fundación-suelo,. 
Por lo anterior, en este proyecto se quiere analizar el comportamiento 
de un sistema máquina vibratoria-fundación-suelo, para un suelo de 
dos estratos y un cimiento de longitud infinita.
El presente proyecto se desarrolla mediante el método de diferencias 
finitas en el dominio del tiempo (FDTD, por su sigla en inglés), a través 
de un programa que se escribirá en el lenguaje Fortran 90 usando la pla-
taforma libre Intel Visual Studio, en la que se propone un modelo que 
contiene las cargas estáticas de la fundación y dinámicas de la máquina 
vibratoria, además de la geometría del cimiento y parámetros del suelo.
Palabras claves: suelo, máquina, vibraciones, cimentación, carga 
dinámica, diferencias finitas, desplazamientos, esfuerzos.

Abstract
Whenever an engineering project is conceived, the first thing that 
must be understood is that it must be linked to the soil through a 
soil-foundation system, and that the correct interaction between the 
soil and the foundation must guarantee geotechnical and structural 
stability of  the project.
Because the machines and mechanical equipment that generate vibra-
tions are part of  the various production systems in the energy industry 
(mining, steel, oil, etc.), it is very common for engineers to find the 
need to design the foundation type of  equipment, which is why the 
adequate knowledge of  the behavior of  the machine-foundation-soil 
system is fundamental. Therefore, this project aims to analyze the 
behavior of  a vibratory-foundation-soil machine system, for a soil of  
two strata and a foundation of  infinite length.
The present project is developed by means of  the method of  finite 
differences in the time domain (FDTD), through a program that will be 
written in the Fortran 90 language using the free platform Intel Visual 
Studio, where a model that contains the static loads of  the foundation 
and dynamics loads of  the vibratory machine is proposed, in addition 
to the geometry of  the foundation and soil parameters.
Keywords: soil, machine, vibrations, foundations, dynamic load, finite 
differences, displacements, efforts.
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INTRODUCCIÓN 
Las fundaciones pueden estar sometidas a cargas es-
táticas o dinámicas, o a una combinación de las dos. 
Las cargas estáticas no inducen ninguna vibración en 
el sistema fundación-suelo, en tanto que las cargas 
dinámicas sí conducen a una vibración del sistema. 
Estas últimas producen efectos indeseables tanto en 
el suelo como en la cimentación misma o estructuras 
cercanas, por lo que se hace necesario la implemen-
tación de cimentaciones que mitiguen dichos efectos. 
Las vibraciones que son de interés en esta tesis son las 
debidas a máquinas de movimiento alternativo, tipo 
rotativo e impacto, ya que las vibraciones causadas 
por estas máquinas al sistema fundación-suelo pueden 
analizarse con base en el fenómeno de movimiento 
armónico. 

Hoy por hoy, los sistemas de producción cuentan 
con máquinas más grandes y de mayores velocidades, 
que por consiguiente han generado mayor impacto en 
los sistemas fundación-suelo. A mayores frecuencias de 
oscilación de los equipos mecánicos se inducen vibra-
ciones más importantes en el suelo, y si estas vibraciones 
llegaran a producir resonancia en el sistema o amplitu-
des de vibración mayores que los límites especificados 
por los fabricantes de la máquina, pueden afectar la 
estabilidad del sistema. Debido a ello es importante 
conocer el comportamiento del suelo sometido a cargas 
dinámicas, con el fin de poder diseñar cimentaciones 
que limiten las vibraciones que se transmiten al suelo 
o, en su defecto, poder determinar la competencia del 
suelo para responder adecuadamente a las solicitacio-
nes de esfuerzos a que se expondrá. Normalmente, 
se limitan las vibraciones en el sistema construyendo 
cimentaciones muy pesadas, cuyo inconveniente es que 
le generan grandes sobreesfuerzos al suelo y producen, 
por tanto, notables deformaciones. 

Los problemas elastodinámicos de deformación de 
sólidos se resuelven mediante la integración de lo que 
se conoce como la ecuación de onda elástica, la cual es 
una ecuación en derivadas parciales, lineal de segundo 
orden, que tiene soluciones cerradas particulares (Lamb, 
1904). Estas soluciones se aplican principalmente para 
espacios infinitos o medios semiinfinitos con configu-
raciones simples de estratigrafía y de carga.

Sin embargo, en los problemas de ingeniería la 
geometría del dominio no siempre permite encontrar 
este tipo de soluciones cerradas, mientras que para de-

sarrollar soluciones en dominios complejos es necesario 
hacer una integración numérica aproximada.

La mejor manera de solucionar los problemas diná-
micos de deformación es mediante integrar la ecuación 
de onda elástica usando el método de las diferencias fi-
nitas en el dominio del tiempo, en teoría, para dominios 
de cualquier geometría tridimensional y un sinnúmero 
de condiciones de carga.

En este trabajo se hace un estudio paramétrico del 
problema del cimiento flexible de longitud infinita, y a 
partir del algoritmo de Virieux se analiza la distribución 
de esfuerzos y deformaciones en la masa de suelo, para 
un sistema bicapa. Jean Virieux, en su trabajo titulado 
P-SV wave propagation in heterogeneous media: velocity-stress 
finite-difference method; publicado en 1986 (Virieux, 1986), 
presentó las ecuaciones elastodinámicas integradas con 
diferencias finitas de segundo orden de aproximación, 
en el dominio del tiempo y en coordenadas cartesianas, 
aplicable para medios heterogéneos generales, donde la 
homogeneidad es un caso especial.

DESCRIPCIÓN DEL MÉTODO
La ecuación de Navier1 es la que rige la propagación 
de ondas en un sólido continuo, elástico, homogéneo e 
isótropo. Esta ecuación es una ecuación diferencial que 
se puede expresar en varios esquemas: desplazamiento, 
desplazamiento-esfuerzo, velocidad-esfuerzo. En esta 
tesis se trabaja el esquema velocidad-esfuerzo, hecho 
por Virieux (1986).

Las ecuaciones de Navier se pueden desarrollar en 
diferentes sistemas de coordenadas, pero en el artículo 
de Virieux se trabaja la ecuación de Navier en coorde-
nadas cartesianas. Las ecuaciones diferenciales visco-
elastodinámicas usadas por Jean Virieux en su artículo 
se agrupan como sigue (ecuación 1).
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1.	 Juan A. Pérez Ruiz (2007). “Un método de diferencias finitas 
para el análisis de la propagación de ondas. Aplicación al 
modelado de la respuesta sísmica de estructuras geológicas 
en entornos de computación en paralelo”, 18 pp.
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Donde b es el inverso de la densidad (ρ), λ y µ son 
primer y segundo parámetro de Lamé.

Virieux analiza el problema de distribución de es-
fuerzos usando el método de diferencias finitas en el 
dominio del tiempo (FDTD), considerando el problema 
de distribución en pequeñas particiones espaciales al 
dividir la región del espacio 2D en una grilla espacial, 
en la cual las velocidades y los esfuerzos son alternada-
mente distribuidos en posiciones discretas con el fin de 
poder resolver las ecuaciones viscoelastodinámicas. Las 
derivadas parciales son discretizadas remplazándolas 
por operadores de diferencias finitas, en el espacio y en 
el tiempo, para convertir las ecuaciones diferenciales en 
aproximaciones de tipo algebraico. Una vez hecho lo 
anterior, las ecuaciones de diferencias finitas permiten 
calcular el valor de las derivadas de una función en 
un punto a partir de los valores de la función en otro 
punto del dominio, previa construcción de un arreglo 
de ecuaciones que calcule los campos en un instante 
de tiempo futuro con base en los valores de campo 
en un instante pasado.

Los operadores de diferencias finitas utilizados son 
centrados de segundo orden y de un paso, debido a que 
el método se basa en el algoritmo de Yee. Se dice que son 
centradas de un paso debido a que Yee usa diferencia 
finita espacial de ±½Dx y diferencia finita temporal de 
±½Dt alrededor del punto de observación, en vez de 
usar Dx o Dt, dando lugar a un operador de diferencia 
finita con cociente Dx o Dt, en lugar de 2(Dx) o 2(Dt), 
como ocurre en los esquemas convencionales.

Los operadores de diferencias finitas centrados de 
segundo orden respecto al espacio se oueden escribir 
en la siguiente forma:
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Los operadores de diferencias finitas centrados de 
segundo orden respecto al tiempo se pueden escribir 
de la siguiente manera:
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Al remplazar los operadores centrados con paso de 
un delta (ecuaciones 2 y 3) en las Ecuaciones 1(a, b, c, 
d, e) y despejando para el tiempo k+1/2, en el caso de 
las velocidades, y para el tiempo k+1, en el caso de los 
esfuerzos, se obtienen las expresiones discretizadas del 
artículo (Virieux, 1986), así:
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Donde K es el índice para discretización del tiempo.
i,j son los índices para discretización de los ejes X y 

Z, respectivamente.

79



REVISTA ESCUELA COLOMBIANA DE INGENIERÍA, N.° 113 / 2019 / 77-90

QUIROGA SAAVEDRA - TORRES CASTELLANOS

    VILLADIEGO ESTRADA - SALAZAR FERRO

Dt es el tamaño de la cuadrícula del tiempo (tamaño 
de paso del tiempo).

Dx y Dz representa el tamaño de la cuadrícula para 
los ejes X y Z, respectivamente (tamaño de paso del 
espacio).

l y m representan coeficientes de Lamé (l, m); 
� ��� ��� �

vE
v v( )( )1 1 2 , y, G E

v� � ��� ���� �
� 2 1( )

.
(Ui,j, Vi,j) = (vx, vz) son las velocidades numéricas 

en tiempo (k + 1/2)Dt calculadas para velocidades en 
tiempo (k – 1/2)Dt y esfuerzos en el tiempo kDt, es decir, 
las velocidades quedan calculadas en instantes interme-
dios de tiempo con base en velocidades y esfuerzos del 
instante anterior. 

(S, X, T) = sxx, szz, sxz) son los esfuerzos numéricos 
en el tiempo (k + 1)Dt calculados explícitamente para 
velocidad en el tiempo (k – 1/2)Dt y esfuerzos en el 
tiempo kDt; es decir, los esfuerzos quedan calculados en 
instantes enteros de tiempo para velocidades y esfuerzos 
del instante anterior.

Así, conocidas las velocidades y esfuerzos de un 
instante de tiempo anterior, se podrán calcular veloci-
dades y esfuerzos de un instante de tiempo actual y así 
sucesivamente los valores de los campos en el siguiente 
paso de tiempo.

TRABAJO DE INVESTIGACIÓN
En este trabajo, las ecuaciones discretizadas de FDTD 
se implementaron en un código escrito en lenguaje 
Fortran 90 con el objeto de poder modelar el compor-
tamiento de un dominio geotécnico bicapa (dos estratos 
de suelo), a partir de un modelo elástico lineal, al cual 
superficialmente se le aplica una faja de carga dinámi-
ca de ancho finito y longitud infinita. Para este fin se 
definió un modelo numérico cuyo dominio espacial y 
temporal es representado por los estratos de suelo en 
un espacio semiinfinito y una secuencia de carga en el 
tiempo (en la figura 1 se esquematiza el dominio de 
suelo del modelo numérico).

El modelo numérico consideró una dimensión del 
modelo geotécnico L=10B y H=7B y un tiempo total 
de modelación de 1,0 s. El tiempo de modelación se 
distribuyó en tres etapas (historia de carga): una etapa 
inicial de 0,3 s que corresponde a la aplicación de la 
carga muerta (pseudoestática), una segunda etapa de 0,3 
s que corresponde al tiempo de vibración transitoria y 
representa la etapa en que comienza a actuar la vibración 
(carga dinámica) y su frecuencia crece desde cero hasta 
volverse constante, lo que hace que el movimiento de 
vibración se vuelve estable (constante), y los últimos 
cuatro segundo corresponden a un estado estable de 
vibración, el cual se puede extender por mucho tiempo. 
No obstante, en este trabajo se pudo determinar que 
para tiempos de vibración estable mayores que el anali-
zado el comportamiento del suelo se mantiene similar, 
por lo que todas las modelaciones se hicieron para un 
tiempo de 1,0 s (figura 2).

En este trabajo se empleó un modelo elástico lineal 
para las simulaciones numéricas, considerándolo sufi-
ciente para representar la respuesta dinámica del suelo. 
En este modelo, los parámetros de rigidez del suelo son 
definidos únicamente mediante el módulo de Young, E, y 
la relación de Poisson, u. Además, se introduce el módulo 
de rigidez al corte, m, como parámetro de amortigua-
miento que permita la disipación de energía del sistema.

Para efectos de las modelaciones, en esta tesis se va a 
usar un módulo de Poisson de 0,37 en todos los casos.

En esta investigación se verificó que los resultados 
del modelo implementado y sus gráficas fueran con-
sistentes con los resultados publicados en los textos 
académicos de difundida aceptación en la comunidad 
geotécnica. Para la verificación de los resultados del 
modelo se seleccionó un modelo geotécnico de una sola 
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esfuerzos quedan calculadas en instantes enteros de tiempo para velocidades del instante anterior 
y esfuerzos del instante anterior. 

De esta forma, conocidas las velocidades y esfuerzos de un instante de tiempo anterior, se podrán 
calcular velocidades y esfuerzos de un instante de tiempo actual y así sucesivamente los valores de 
los campos en el siguiente paso de tiempo.  

Trabajo de Investigación 

En este trabajo las ecuaciones discretizadas de FDTD fueron implementadas en un código escrito en 
lenguaje FORTRAN 90 con el fin de poder modelar el comportamiento de un dominio geotécnico 
bicapa (dos estratos de suelo), a partir de un modelo elástico lineal, al cual superficialmente se le 
aplica una faja de carga dinámica de ancho finito y longitud infinita. Para este fin definió un modelo 
numérico cuyo dominio espacial y temporal es representado por los estratos de suelo en un espacio 
semi-infinito y una secuencia de carga en el tiempo. 

La  

Figura 1 esquematiza el dominio de suelo  del modelo numérico. 

 
 

Figura 1 Esquema que ilustra el modelo numérico 

Nota: ancho de la carga uniformemente distribuida, comúnmente denominado B. 

XI

ZJ

h

h'

Suelo 1

Suelo 2

Bx
z

Figura 1. Esquema que ilustra el modelo numérico
Nota: Ancho de la carga uniformemente distribuida, comúnmente 
denominado B.
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capa y se hicieron simulaciones en condición estática 
y condición dinámica, para representar los resultados 
como bulbo de esfuerzos o líneas isobaras con ayuda 
de algún programa de dibujo asistido por computador; 
dichas gráficas se compararon con las gráficas de mo-
delos similares obtenidos de la solución de Boussinesq 
para esfuerzo vertical, debido a una carga continua de 
ancho finito y longitud infinita2 (faja de carga), obteni-
dos a partir de otro código escrito en lenguaje Fortran 
90. En la figura siguiente se muestra el esquema del 
modelo geotécnico de faja de carga y a continuación 
la ecuación que representa los esfuerzos en la masa de 
suelo (figura 3).
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Adicionalmente, se compararon los resultados de 
asentamientos calculados para faja de carga infinita, 
a partir de los esfuerzos obtenidos con el modelo de 
Virieux para suelo bicapa, con los resultados obtenidos 
a partir de las soluciones de Boussinesq y Steinbrenner.

El asentamiento elástico vertical de una cimenta-
ción superficial se puede estimar utilizando la teoría 
de la elasticidad, por ley de Hooke, con la siguiente 
expresión3:
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Donde:
Q: carga uniformemente distribuida
Es: módulo de elasticidad
us: relación de Poisson
Dsx, Dsy, Dsz: incremento del esfuerzo debido a la carga 
neta aplicada sobre la cimentación en las direcciones x, 
y y z, respectivamente.

La ecuación de Steinbrenner (1934)4 para el cálculo 
de asentamientos en un punto debajo de una esquina 
de un área rectangular cargada es la siguiente:
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Donde:
Q: carga uniformemente distribuida
B: ancho del cimiento.
E: módulo de elasticidad
υ: relación de Poisson
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Figura 2. Historia de carga.
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El modelo numérico consideró una dimensión del modelo geotécnico L=10B y H=7B y un tiempo 
total de modelación de 1,0 s. El tiempo de modelación se distribuyó en tres etapas (historia de 
carga), una etapa inicial de 0.3 s que corresponde a la aplicación de la carga muerta (Pseudo-
estática), una segunda etapa de 0,3 s que corresponden al tiempo de vibración transitoria y 
representa la etapa en que comienza a actuar la vibración (carga dinámica) y su frecuencia crece 
desde cero hasta volverse constante lo que hace que el movimiento de vibración se vuelve estable 
(constante) y los últimos cuatro segundo corresponde a un estado estable de vibración, el cual se 
puede extender por mucho tiempo; pero en este trabajo se pudo determinar que para tiempos de 
vibración estable mayores al analizado el comportamiento del suelo se mantiene similar, por ello 
todas las modelaciones se hicieron para un tiempo de 1,0 s (ver Figura 2, etapas de simulación). 

En este trabajo se empleó un modelo elástico lineal para las simulaciones numéricas, 
considerándolo suficiente para representar la respuesta dinámica del suelo. En este modelo los 
parámetros de rigidez del suelo son definidos únicamente el módulo de Young, E, y la relación de 
Poisson, . Además se introduce el módulo de rigidez al corte, , como parámetro de 
amortiguamiento que permita la disipación de energía del sistema. 

Para efectos de las modelaciones en esta tesis se va a usar un módulo de Poisson de 0.37 en todos 
los casos. 

 
Figura 2 Historia de carga 

En esta investigación se verificó que los resultados del modelo implementado y sus gráficas fueran 
consistentes con los resultados publicados en los textos académicos de difundida aceptación en la 
comunidad geotécnica. Para la verificación de los resultados del modelo se seleccionó un modelo 
geotécnico de una sola capa y se hicieron simulaciones en condición estática y condición dinámica, 

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1
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transitoria
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2. 	 Braja M. Das. Principles of  Geotechnical Engineering, 
capítulo 10.

3.	 Ibid., cap. 5.
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para representar los resultados como bulbo de esfuerzos o líneas isobaras con ayuda de algún 
programa de dibujo asistido por computador y dichas gráficas se compararon contra las gráficas de 
modelos similares obtenidos de la solución de Boussinesq para esfuerzo vertical debido a una carga 
continua de ancho finito y longitud infinita4 (faja de carga), obtenidos a partir de otro código escrito 
en lenguaje FORTRAN 90. La Figura 3 muestra el esquema del modelo geotécnico de faja de carga y 
a continuación la ecuación que representa los esfuerzos en la masa de suelo. 

 

 

 
Figura 3 Incremento de esfuerzos debido una carga continua, definición de los ángulos α y β y 

demás parámetros del modelo (Fuente: Peter L Berry‐David Reid, “Mecánica de Suelos”) 

Adicionalmente se compararon los resultados de asentamientos calculados para faja de carga 
infinita, a partir de los esfuerzos obtenidos con el modelo de Virieux, para suelo bicapa, contra los 
resultados obtenidos a partir de las soluciones de Boussinesq y Steinbrenner 

El asentamiento elástico vertical de una cimentación superficial se puede estimar utilizando la 
teoría de la elasticidad, por ley de Hooke, con la siguiente expresión5: 

∆𝐻𝐻 = ∫𝜀𝜀𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑧𝑧

0

= ∫ 1
𝐸𝐸𝑠𝑠
(∆𝜎𝜎𝑧𝑧 − 𝜐𝜐𝑠𝑠∆𝜎𝜎𝑥𝑥 − 𝜐𝜐𝑠𝑠∆𝜎𝜎𝑦𝑦)𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧

0

 

Donde: 

                                                           
4 Braja M. Das, “Principles of Geotechnical Engineering”, Capítulo 10. 
5 Braja M. Das, “Principles of Geotechnical Engineering”, Cap. 5. 

Figura 3 Incremento de esfuerzos debido a una 
carga continua, definición de los ángulos a y b 
y demás parámetros del modelo.
Fuente: Peter L. Berry‐David Reid, Mecánica de suelos.

4.	 Joseph Bowles. Foundation Analysis and Design, 5th ed., p. 303.
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F1 y F2: factores de influencia de esfuerzos que varían 
con la profundidad y se obtienen con las siguientes 
expresiones:

F m
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Donde: 
m=Z/B, n=L/B
B y L: ancho y largo de la cimentación, respectivamente
Z: profundidad del punto analizado

En la solución de Steinbrenner, debido a que la 
profundidad (Z) del punto analizado se mide desde 
la superficie, entonces para suelo estratificado es 
necesario aplicar la siguiente expresión para obtener 

Ip en el punto medio de cualquier estrato i, luego del 
primer estrato.
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RESULTADOS
Se hicieron las siguientes evaluaciones: 

1.	Gráfica de disipación de esfuerzos (líneas isobaras) 
a partir de la solución de Boussinesq vs. gráfica de 
disipación de esfuerzos en condición estática y di-
námica a partir del modelo de Virieux (figuras 4a), 
b) y c)).

2.	Sensibilidad del modelo geotécnico a la variación 
de la frecuencia de vibración, modelo de Virieux 
(tabla 1).
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Figura 4 Bulbo de esfuerzos (isobaras) debido a carga continua infinita (a) sin vibración – modelo Virieux (b) con vibración – modelo Virieux (c) sin 
vibración – Solución de Boussinesq (Fuente: el autor) 

12
,4

2

2,00

fr=0 Hz fr=800 Hz

12
,4

1

2,00

12
,6

8

2,00

fr=0 HzFigura 4. Bulbo de esfuerzos (isobaras) debido a carga continua infinita a) sin vibración – modelo Virieux, b) con vibración – 
modelo Virieux, c) sin vibración – solución de Boussinesq.
Fuente: Elaboración propia.
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3.	Variación del asentamiento vs. longitud del área 
cargada a partir de la solución de Boussinesq y la 
solución de Steinbrenner (tabla 2).

Tabla 1
Variación en la profundidad de disipación de esfuerzos para distintas frecuencias de vibración

Estrato 
superior, h 

(m)

Estrato 
inferior, h’ 

(m)
B (m) Fr 

(Hz) u1, u2

E1
(kN/m2) E2

(kN/m2)
Z

0,1sc

14.0 0,0 2,0 10 0,37 22.500 - 6,1B

14.0 0,0 2,0 30 0,37 22.500 - 6,1B

14.0 0,0 2,0 800 0,37 22.500 - 6,2B

6.0 8,0 2,0 10 0,37 22.500 6.500 3,7B

6.0 8,0 2,0 30 0,37 22.500 6.500 3,8B

6.0 8,0 2,0 800 0,37 22.500 6.500 3,8B

6.0 8,0 2,0 10 0,37 6.500 22.500 6,2B

6.0 8,0 2,0 30 0,37 6.500 22.500 6,2B

6.0 8,0 2,0 800 0,37 6.500 22.500 6,2B

0.0 14,0 2,0 10 0,37 - 6.500 6,1B

0.0 14,0 2,0 800 0,37 - 6.500 6,1B

14.0 0,0 2,0 0 0,37 22.500 - 6,1B

0.0 14,0 2,0 0 0,37 - 6.500 6,2B

Tabla 2
Variación en la profundidad de disipación de esfuerzos y asentamientos para distintas longitudes del área cargada

Q (t/m2) B
(m)

L
(m)

*d
(cm)

**d
(cm)

d(área rectangular)/
d(área cuadrada)
Boussinesq

d(área rectangular)/
d(área cuadrada)

Steinbrenner

Z
0,1sc

14,0 2,0 1,0B 3,98 3,87 2,05B

14,0 2,0 5,0B 6,68 6,36 1,68 1,64 4,34B

14,0 2,0 10,0B 7,29 6,78 1,83 1,75 5,43B

14,0 2,0 15,0B 7,45 6,83 1,87 1,76 5,94B

14,0 2,0 20,0B 7,50 6,81 1,88 1,76 6,15B

14,0 2,0 25,0B 7,51 6,79 1,89 1,75 6,28B

14,0 2,0 30,0B 7,52 6,78 1,89 1,75 6,28B

14,0 2,0 35,0B 7,53 6,76 1,89 1,75 6,28B

14,0 2,0 40,0B 7,53 6,76 1,89 1,75 6,28B

* Asentamiento elástico a partir de la solución de Boussinesq.
** Asentamiento elástico a partir de solución de Steinbrenner.

4.	Variación en la profundidad de disipación del 90 % 
del esfuerzo impuesto en superficie en función de la 
relación largo/ancho del área cargada (tabla 2).
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5.	 Variación en la profundidad de disipación del 90 % 
del esfuerzo impuesto en superficie en función de 
la relación largo/ancho del área cargada (tablas 3 y 
4).

6.	 Variación de la deformación versus relación entre 
módulos de elasticidad (en las tablas 5, 6 y 7 se 
muestran los resultados que se han graficado en las 
figuras 29, 30 y 31, respectivamente).
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Figura 5 Variación de profundidad de disipación del 90% del esfuerzo impuesto en superficie 

versus relación L/B del área cargada (Fuente: el autor) 
 
5. Variación en la profundidad de disipación del 90% del esfuerzo impuesto en superficie en 

función de la relación Largo/Ancho del área cargada. (Tabla 3 y 4). 

Tabla 3 Asentamiento y disipación de esfuerzos de un área cargada que tiende a infinita sin 
vibración, por solución de Boussinesq y Steinbrenner para una capa y bicapa. 

Estrato 
superior, 

h (m) 

Estrato 
inferior, 

h’ (m) 

B 
(m) 

L 
(m) 1, 2 

E1 
(kN/m2) E2 

(kN/m2) 

* 
(cm) 

** 

(cm) 
Z 

0,1c 

0.0 14.0 2.0 30.0B 0.37 - 6.500 7.52 6.78 6.28B 
2.0 12.0 2.0 30.0B 0.37 22.500 6.500 5.45 5.23 6.28B 
3.0 11.0 2.0 30.0B 0.37 22.500 6.500 4.82 4.62 6.28B 
4.0 10.0 2.0 30.0B 0.37 22.500 6.500 4.25 4.05 6.28B 
8.0 6.0 2.0 30.0B 0.37 22.500 6.500 3.13 2.93 6.28B 
14.0 0.0 2.0 30.0B 0.37 22.500 - 2.17 1.96 6.28B 
* Asentamiento elástico a partir de solución de Boussinesq 
** Asentamiento elástico a partir de solución de Steinbrenner 
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Figura 5. Variación de profundidad de disipación del 90 % del es-
fuerzo impuesto en superficie versus relación L/B del área cargada.
Fuente: Elaboración propia.

Tabla 3
Asentamiento y disipación de esfuerzos de un área cargada que tiende a infinita sin vibración, por solución de 

Boussinesq y de Steinbrenner para una capa y bicapa

Estrato 
superior, h (m)

Estrato 
inferior, h’ 

(m)
B (m) L

(m) u1, u2

E1
(kN/m2)

E2
(kN/m2)

*d
(cm)

**d
(cm)

Z
0,1sc

0,0 14,0 2,0 30,0B 0,37 - 6500 7,52 6,78 6,28B

2,0 12,0 2,0 30,0B 0,37 22.500 6500 5,45 5,23 6,28B

3,0 11,0 2,0 30,0B 0,37 22.500 6500 4,82 4,62 6,28B

4,0 10,0 2,0 30,0B 0,37 22.500 6500 4,25 4,05 6,28B

8,0 6,0 2,0 30,0B 0,37 22.500 6500 3,13 2,93 6,28B

14,0 0,0 2,0 30,0B 0,37 22.500 - 2,17 1,96 6,28B

* Asentamiento elástico a partir de la solución de Boussinesq
** Asentamiento elástico a partir de la solución de Steinbrenner

Tabla 4
Asentamientos y disipación de esfuerzos con vibración por modelo de Virieux para una sola capa y para bicapa

Estrato 
superior, h (m)

Estrato 
inferior, h’ 

(m)
B (m) Fr (Hz) u1, u2

E1
(kN/m2)

E2
(kN/m2)

d
(cm)

Z
0,1dc

0,0 14,0 2,0 800 0,37 - 6500 8,89 6,2B

2,0 12,0 2,0 800 0,37 22.500 6500 5,43 6,2B

3,0 11,0 2,0 800 0,37 22.500 6500 4,20 6,15B

4,0 10,0 2,0 800 0,37 22.500 6500 3,29 6,10B

8,0 6,0 2,0 800 0,37 22.500 6500 2,50 4,5B

14,0 0,0 2,0 800 0,37 22.500 - 2,22 6,2B
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Tabla 5
Variación del asentamiento con respecto a la relación entre módulos de elasticidad y la relación entre ancho de la zapata 

y espesor de los estratos. Modelo de Virieux

Q(N/m2) = 50.000 Q0 (N/m2) = 1.000 fr (Hz) = 400

parámetros del suelo h = 1,0B
h = 2,0

h = 2,0B
h = 4,0

h = 3,0B
h = 6,0

h = 4,0B
h = 8,0

h = 5,0B
h = 10,0

gt1, gt2 u1, u2 E1 (N/m2) E2 (N/m2) E1/E2 de

1800 0,37 22.500.000 14.500.000 1,552 1,06 0,97 0,9 0,85 0,81

1800 0,37 18.750.000 14.500.000 1,293 1,13 1,07 1,04 1 0,98

1800 0,37 15.000.000 14.500.000 1,034 1,25 1,24 1,23 1,23 1,23

1800 0,37 11.250.000 14.500.000 0,776 1,44   1,5 1,5 1,46 1,43

1800 0,37 7.500.000 14.500.000 0,517 1,76 1,91 1,89 1,89 2,13

1800 0,37 3.750.000 14.500.000 0,259 2,75 3,15 3,96 5,24 5,01

1800 0,37 1.875.000 14.500.000 0,129 4.64 6,35 8,83 6.35 5,98Escuela Colombiana de Ingeniería Julio Garavito 
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Figura 6 Variación del asentamiento con respecto a la relación entre módulos de elasticidad y la 

relación entre ancho de la zapata y espesor de los estratos – modelo de Virieux (Fuente: el autor) 

Tabla 6 Variación del asentamiento con respecto a la relación entre módulos de elasticidad y la 
relación entre ancho de la zapata y espesor de los estratos – modelo de Virieux (Fuente: el autor) 
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1,400

1,600

1,800

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

E 1
/E

2

Asentamiento (mm)

E1/E2 Vs de (sc=50 kN/m2)

h/B=1,0

h/B=0,5

h/B=2,0

h/B=4,0

h/B=5,0

Q (N/m2)= 100.000 Q0 (N/m2)= 1.000 fr (Hz)= 400
h=1,0B h=2,0B h=3,0B h=4,0B h=5,0B
h=2,0 h=4,0 h=6,0 h=8,0 h=10,0

gt1, gt2 u1, u2 E1 E2 E1/E2
1.800 0,37 22.500.000 14.500.000 1,552 2,12 1,93 1,79 1,69 1,62
1.800 0,37 18.750.000 14.500.000 1,293 2,27 2,15 2,08 2,01 1,96
1.800 0,37 15.000.000 14.500.000 1,034 2,5 2,48 2,47 2,46 2,46
1.800 0,37 11.250.000 14.500.000 0,776 2,88 3,01 3 2,93 2,85
1.800 0,37 7.500.000 14.500.000 0,517 3,53 3,83 3,78 3,78 4,3
1.800 0,37 3.750.000 14.500.000 0,259 5,49 6,31 7,92 10,48 10
1.800 0,37 1.875.000 14.500.000 0,129 9,29 12,71 17,66 12,7 12

d e

parámetros del sauelo
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Figura 7 Variación del asentamiento con respecto a la relación entre módulos de elasticidad y la 

relación entre ancho de la zapata y espesor de los estratos – modelo de Virieux (Fuente: el autor) 
 

Tabla 7 Variación del asentamiento con respecto a la relación entre módulos de elasticidad y la 
relación entre ancho de la zapata y espesor de los estratos – modelo de Virieux (Fuente: el autor) 
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h/B=5,0

Q (N/m2)= 200.000 Q0 (N/m2)= 1.000 fr (Hz)= 400
h=1,0B h=2,0B h=3,0B h=4,0B h=5,0B
h=2,0 h=4,0 h=6,0 h=8,0 h=10,0

gt1, gt2 u1, u2 E1 (N/m2) E2 (N/m2) E1/E2

1.800 0,37 22.500.000 14.500.000 1,552 4,23 3,87 3,58 3,38 3,25
1.800 0,37 18.750.000 14.500.000 1,293 4,53 4,29 4,15 4,02 3,92
1.800 0,37 15.000.000 14.500.000 1,034 5 4,96 4,94 4,92 4,91
1.800 0,37 11.250.000 14.500.000 0,776 5,75 6,01 6 5,86 5,7
1.800 0,37 7.500.000 14.500.000 0,517 7,06 7,66 7,58 7,57 8,54
1.800 0,37 3.750.000 14.500.000 0,259 10,98 12,61 15,84 20,97 20,04
1.800 0,37 1.875.000 14.500.000 0,129 18,57 25,44 35,3 25,4 23,93

d e (cm)

parámetros del sauelo

Figura 6. Variación del asentamiento con respecto a la relación 
entre módulos de elasticidad y la relación entre ancho de la 
zapata y espesor de los estratos – modelo de Virieux.
Fuente: Elaboración propia.

Figura 7. Variación del asentamiento con respecto a la relación 
entre módulos de elasticidad y la relación entre ancho de la 
zapata y espesor de los estratos – modelo de Virieux.
Fuente: Elaboración propia.

Tabla 6
Variación del asentamiento con respecto a la relación entre módulos de elasticidad y la relación entre ancho de la zapata 

y espesor de los estratos – modelo de Virieux

Q(N/m2) = 50.000 Q0 (N/m2) = 1.000 fr (Hz) = 400

parámetros del suelo h = 1,0B
h = 2,0

h = 2,0B
h = 4,0

h = 3,0B
h = 6,0

h = 4,0B
h = 8,0

h = 5,0B
h = 10,0

gt1, gt2 u1, u2 E1 (N/m2) E2 (N/m2) E1/E2 de

1800 0,37 22.500.000 14.500.000 1,552 2,12 1,93 1,79 1,69 1,62

1800 0,37 18.750.000 14.500.000 1,293 2,27 2,15 2,08 2,01 1,96

1800 0,37 15.000.000 14.500.000 1,034 2,5 2,48 2,47 2,46 2,46

1800 0,37 11.250.000 14.500.000 0,776 2,88 3,01     3 2,93 2,85

1800 0,37 7.500.000 14.500.000 0,517 3,53 3,83 3,78 3,78 4,3 

1800 0,37 3.750.000 14.500.000 0,259 5,49 6,31 7,92 10,48 10

1800 0,37 1.875.000 14.500.000 0,129 9,29 12,71 17,76 12,7 12
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Tabla 7
Variación del asentamiento con respecto a la relación entre módulos de elasticidad y la relación entre ancho de la zapata 

y espesor de los estratos – modelo de Virieux

Q(N/m2) = 50.000 Q0 (N/m2) = 1.000 fr (Hz) = 400

parámetros del suelo h = 1,0B
h = 2,0

h = 2,0B
h = 4,0

h = 3,0B
h = 6,0

h = 4,0B
h = 8,0

h = 5,0B
h = 10,0

gt1, gt2 u1, u2 E1 (N/m2) E2 (N/m2) E1/E2 de

1800 0,37 22.500.000 14.500.000 1,552 4,23 3,87 3,58 3,38 3,25

1800 0,37 18.750.000 14.500.000 1,293 4,53 4,29 4,15 4,02 3,92

1800 0,37 15.000.000 14.500.000 1,034 5 4,96 4,94 4,92 4,91

1800 0,37 11.250.000 14.500.000 0,776 5,75 6,01 6 5,86 5,7

1800 0,37 7.500.000 14.500.000 0,517 7,06 7,66 7,58 7,57 8,54

1800 0,37 3.750.000 14.500.000 0,259 10,98 12,61 15,84 20,97 20,04

1800 0,37 1.875.000 14.500.000 0,129 18,57 25,44 35,3 25,4 23,93
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Figura 8. Variación del asentamiento con respecto a la relación entre módulos de 
elasticidad y la relación entre ancho de la zapata y espesor de los estratos. Modelo 
de Virieux.
Fuente: Elaboración propia.
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7.	 Gráfica de bulbo de disipación de esfuerzos para 
diferentes relaciones e1/e2 conjugados con varias 
relaciones h/B (figuras 9 a 11).
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Figura 9. Bulbo de esfuerzos para un esfuerzo de 100 kPa (a) fr=0 Hz, h=10 m y E1/E2=1552 (b) 
fr=200 Hz y h=8 m y E1/E2=1552. Modelo de Virieux.
Fuente: Elaboración propia.
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Figura 10. Bulbo de esfuerzos para un esfuerzo de 100 kPa (a) fr=300 Hz, h=8 m y E1/E2=1293, 
(b) fr=400 Hz y h=8 m y E1/E2=1552. Modelo de Virieux.
Fuente: Elaboración propia.
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CONCLUSIONES
Los diagramas de disipación de esfuerzos/frecuencia 
para cada configuración estratigráfica han mostrado 
una perturbación en las líneas isobaras, especialmente 
perceptibles en el estrato más rígido, lo cual corres-
ponde a la existencia de vibración excesiva, que es un 
elemento indicativo de la existencia de una frecuencia 
de resonancia. Aunque no es posible determinarla con 
precisión, sí se identifica su existencia.

Se puede concluir para estratos rígidos de espesor 
menor o muy cercano al ancho del área cargada, subya-
cidos por estratos de suelo blando, que la vibración pasa 
inadvertida debido a que las vibraciones se absorben 
rápidamente.

Se ha comprobado que para una faja de la superficie 
del terreno, de ancho finito y longitud infinita unifor-
memente cargada, la profundidad a la que se disipa el 
90 % del esfuerzo transmitido en superficie es aproxi-
madamente 6,2 veces el ancho de la faja de carga y en 
la horizontal esto ocurre aproximadamente 4,0 veces 
el ancho de la faja de carga.

Se ha comprobado que en el caso de un área rec-
tangular cargada, la longitud a la que el área cargada ya 
no experimenta incremento en la profundidad de disi-

pación de esfuerzos y a la que dicha profundidad ya se 
hace equivalente a la de una franja de longitud infinita 
es aproximadamente 25 veces su ancho.

A partir de la solución de Boussinesq, un área rectan-
gular de ancho B uniformemente cargada y que tiende 
a infinita (L≥25 veces B), presenta un asentamiento 
aproximadamente igual a 1,9 veces que el valor obtenido 
en un área cuadrada uniformemente del mismo ancho.

A partir de la solución de Steinbrenner, un área 
rectangular de ancho B uniformemente cargada y que 
tiende a infinita (L≥25 veces B) presenta un asentamiento 
aproximadamente igual a 1,8 veces que el valor obtenido 
en un área cuadrada uniformemente del mismo ancho.

El valor de asentamiento elástico, calculado a partir 
de la teoría de elasticidad lineal y por soluciones tradicio-
nales, para el caso de cimentaciones sometidas a carga 
estática no experimenta diferencia considerable con el 
calculado a partir del método de Virieux.

El bulbo de disipación de esfuerzos en una masa 
de suelo, calculado a partir de la teoría de elasticidad 
lineal y por soluciones tradicionales, para el caso de ci-
mentaciones sometidas a carga estática no experimenta 
diferencia considerable con el calculado a partir del 
método de Virieux.
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Figura 11. Bulbo de esfuerzos para un esfuerzo de 100 kPa (a) fr=400 Hz, h=10 m y E1/E2=1293, 
(b) fr=400 Hz y h=10 m y E1/E2=1552. Modelo de Virieux.
Fuente: Elaboración propia.
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Los esfuerzos en la masa de suelo, cuando se tiene 
un estrato superior bastante rígido subyacido por un 
estrato de menor rigidez, tienden a disiparse en mayor 
proporción en el estrato superior.

SUGERENCIAS PARA FUTURAS INVESTIGACIONES
En razón de que esta investigación estuvo enfocada en 
el estudio de comportamiento del suelo bajo franja de 
carga infinita, que reduce el problema a dos dimensio-
nes, sería interesante escribir un código para modelar 
áreas cargadas de geometría definida (por ejemplo, áreas 
rectangulares).

Debido a que en este trabajo de grado no se tuvo 
en cuenta la inercia del área cargada, sino que la carga 
se implementó como esfuerzos aplicados directamente 
sobre la superficie, un trabajo futuro de investigación 
sería el estudio de la variable masa inercial dentro del 
modelo numérico.

Sería interesante poder implementar un código para 
modelar cimentaciones donde se considere el empotra-
miento o profundidad de cimentación.

SUGERENCIAS PARA FUTURAS INVESTIGACIONES
Debido a que esta investigación estuvo orientada al 
estudio de comportamiento del suelo baja franja de 
carga infinita, que reduce el problema a dos dimensio-
nes, sería interesante escribir un código para modelar 
áreas cargadas de geometría definida (por ejemplo, 
áreas rectangulares) y ajustar la geometría del modelo 
y localización de condiciones de frontera para eliminar 
la forma achatada que se origina en las partes inferior 
y lateral de las gráficas de isobaras.

Así mismo, en virtud de que en este trabajo de grado 
no se tuvo en cuenta la inercia del área cargada, sino 
que la carga se implementó como esfuerzos aplicados 
directamente sobre la superficie, un trabajo futuro de 
investigación sería el estudio de la variable masa inercial 
dentro del modelo numérico.

Sería interesante poder implementar un código para 
modelar cimentaciones donde se considere el empotra-
miento o profundidad de cimentación.
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